Неопределенный интеграл.

Введение.

Данные методические рекомендации ставят своей целью оказать существенную помощь в овладении техникой интегрирования.


Рекомендации состоят из параграфов. В них излагаются методы решения типовых задач интегрального исчисления, приводятся подробные решения примеров и пояснения к этим решениям. В конце параграфа предлагаются упражнения для самостоятельной работы.

§ 1. Понятие неопределенного интеграла и его свойства.


Первообразной функцией для функции 
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называется такая функция 
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Основное свойство первообразных:


Если 
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Неопределенным интегралом от непрерывной функции 
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В этом равенстве 
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 называется подынтегральной функцией, выражение 
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 - переменной интегрирования, а слагаемое 
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 - постоянной интегрирования.

Свойства неопределенного интеграла.

1. Производная неопределенного интеграла равна подынтегральной функции; дифференциал неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению:
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2. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функции равен сумме этой функции и произвольной постоянной:


[image: image19.wmf]C

x

x

d

+

=

ò

)

(

)

(

j

j


3. Постоянный множитель можно выносить за знак неопределенного интеграла:
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4. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы непрерывных функций равен такой же алгебраической сумме неопределенных интегралов от слогаемых:
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§ 2. Таблица основных интегралов.

1. 
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§3. Интегрирование разложением.

Метод разложения основан на свойстве 4 неопределенного интеграла. Если
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Пример 1. Найти интеграл 
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Решение. Применяя формулу 1 §2 для случая 
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Пример 2. Найти интеграл 
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Решение. Разделив числитель на знаменатель, пользуясь свойствами 3 и 4 и формулами 1, 3 § 2, находим
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Пример 3. Найти интеграл 
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Решение. Раскроем скобки
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Пример 4. Найти интеграл 
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Пример 5. Найти интеграл 
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Задачи. Найти неопределенные интегралы.
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§ 4. Независимость вида неопределенного интеграла от выбора аргумента функции.

Рассмотрим простейшие преобразования дифференциала:
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Пример 1. Найти неопределенный интеграл 
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Решение. На основании преобразования 3 дифференциала имеем:
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Пример 2. Найти интеграл 
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Решение. Согласно преобразованию 1, 
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Пример 3. Найти интеграл 
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Решение. Согласно преобразованию 5,  
[image: image96.wmf])

2

(

2

1

2

+

=

x

d

xdx

.


[image: image97.wmf](

)

ò

ò

ò

+

+

=

+

+

=

+

+

=

+

C

x

x

x

d

x

x

d

x

xdx

2

ln

2

1

2

)

2

(

2

1

2

)

2

(

2

1

2

2

2

2

2

2

2

.

Пример 4. Найти интеграл 
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[image: image1.wmf])

(

x

f

y

=


.

Пример 5. Найти интеграл 
[image: image99.wmf]ò

dx

x

4

cos

.

Решение. 
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Пример 6. Найти интеграл 
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Задачи.
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§ 5. Интегрирование по частям.

Если 
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 и 
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 - дифференцируемые функции от 
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, то из формулы для дифференциала произведения двух функций
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получается формула интегрирования по частям
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Укажем некоторые часто встречающиеся интегралы, которые вычисляются методом интегрирования по частям.

1. Интегралы вида
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2. Интегралы вида
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3. Интегралы вида
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Пример 1. Найти 
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Пример 2. Найти 
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Решение. Полагая 
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Пример 3. Найти 
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Решение. Положим 
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(2)

К интегралу в правой части слова применяем формулу интегрирования по частям.

Положим 
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Подставляя найденное выражение в формулу (2), находим
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Следовательно, 
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Задачи.
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§ 6. Интегрирование методом замены переменной.

Пусть требуется вычислить интеграл 
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Функцию 
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 выбирают так, чтобы новая подынтегральная функция была «более простой» для интегрирования.

Пример 1. Найти 
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Решение. Полагая 
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Пример 2. Найти 
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Решение. Чтобы избавиться от корня, положим 
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Подставляя полученные равенства в подынтегральное выражение, находим
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Задачи.
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§ 7. Интегрирование рациональных выражений.

§ 8. Интегралы от иррациональных функций.

При интегрировании иррациональных функций используют замены переменных, которые позволяют свести интегрирование иррациональных функций к интегрированию рациональных функций. Так, для нахождения интегралов вида
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Пример 1. Вычислить интеграл.
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Вариант 2.
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