Дифференциальные уравнения.

Введение.

Методические указания и варианты к типовому расчету по теме «Дифференциальные уравнения» предназначены для студентов-заочников.

Цель данного типового расчета – развитие и закрепление навыков решения задач.

§1. Основные понятия и определения

Дифференциальным уравнением называется уравнение, связывающее независимую переменную x, искомую функцию 
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 и производные этой функции, т.е. уравнение вида
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Если искомая функция 
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 есть функция одной переменной х, то дифференциальное уравнение называется обыкновенным.

Порядком дифференциального уравнения называется порядок наивысшей производной, входящей в уравнение. Например:
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 - обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка.
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 - дифференциальное уравнение второго порядка.

Обыкновенное дифференциальное уравнение имеет вид 
[image: image6.wmf]0

)

,

,

(

=

¢

y

y

x

F

 или 
[image: image7.wmf])

;

(

y

x

f

y

=

¢

.

Решением дифференциального уравнения на интервале 
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 называется функция 
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, определенная на интервале 
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 вместе со своими производными, и такая, что подстановка функции 
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 в дифференциальное уравнение превращает последнее в тождество по x на 
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Процесс нахождения решения дифференциального уравнения называется интегрированием дифференциального уравнения. График решения дифференциального уравнения называется интегральной кривой этого уравнения.


Общим решением дифференциального уравнения 
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 в области D называется функция 
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, обладающая следующими свойствами:


а) эта функция является решением дифференциального уравнения при любом значении произвольной постоянной С, принадлежащей некоторому множеству;


б) для любого начального условия 
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, при котором решение удовлетворяет заданному начальному условию.


Частным решением дифференциального уравнения
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, которое получается из общего решения 
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 при некотором частном значении произвольной постоянной С.

Задача Коши для дифференциального уравнения первого порядка 
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 состоит в том, чтобы найти решение, которое при заданном значении аргумента 
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, т.е. удовлетворяет начальному условию 
[image: image24.wmf]0

0

)

(

y

x

y

=

. Другими словами, задача Коши состоит в нахождении частного решения.


Геометрически задача Коши формулируется следующим образом: среди всех интегральных кривых данного дифференциального уравнения выделить ту, которая проходит через заданную точку 
[image: image25.wmf])

;

(

0

0

y

x

.

§2. Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными.

1. Дифференциальное уравнение вида
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(1)

называется уравнением с разделяющимися переменными. После интегрирования уравнения (1) его общее решение получается в неявном виде:
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где F(x) и G(x) – первообразные соответственно для функций f(x) и g(x), C-произвольная постоянная.

2. Дифференциальное уравнение вида
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(2)

называется уравнением с разделяющимися переменными. Делим на 
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Интегрируем обе части равенства
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Пример. Найти общее решение уравнения.

§3. Однородные дифференциальные уравнения

Дифференциальные уравнения первого порядка вида
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(1)

называется однородным уравнением. Оно приводится к уравнению с разделяющимися переменными с помощью подстановки
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где u – новая неизвестная функция от x,  
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 - ее производная по x.

Подставляем (2) и (3) в (1)
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т.к. 
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Делим на 
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Делим на 
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Пример.

§4. Линейные дифференциальные уравнения. Уравнение Бернулли.

1) Линейным дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение, содержащее неизвестную функцию и ее производную в первой степени:
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2) Уравнением Бернулли называется уравнение вида
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(при 
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 это уравнение является линейным, при 
[image: image53.wmf]1

=

a

 - уравнением с разделяющимися переменными). В (1) и (2) 
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Оба типа уравнений можно решать методом Бернулли с помощью подстановки
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, где u и v – новые неизвестные функции от x, 
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 - их производные по x.


Рассмотрим решение линейного уравнения.

Подстановка выражений для y и 
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 в уравнение (1) приводит его к виду
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В качестве v выбираем одну из функций, удовлетворяющих уравнению 
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тогда функция u тогда функция определяется из уравнения
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(4)

Уравнения (3), (4) – уравнения с разделяющимися переменными.


Рассмотрим решение уравнения (3).
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(5).

Подставим (5) в (4), найдем функцию u.
Пример 1. Найти общее решение линейного уравнения 
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Решение. Положим 
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Выберем v так, чтобы выражение в скобках обратилось в нуль, тогда
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Следовательно, 
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Пример 2.

§  . Линейные однородные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами.

Линейным однородным дифференциальным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами называется уравнение вида
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где постоянные 
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     (2)

называется характеристическим уравнением для уравнения (1).


В зависимости от корней 
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характеристического уравнения (2) получаем общее решение уравнения (1) в виде
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 - комплексные числа, С1, С2 – произвольные постоянные.

Пример 1. Найти общее решение уравнения 
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Решение. Характеристическое уравнение для данного уравнения принимает вид
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, то в соответствии с формулой (3) общее решение данного дифференциального уравнения имеет вид
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Пример 2. Найти общее решение уравнения 
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Решение. Характеристическое уравнение 
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В соответствии с формулой (4) получаем общее решение исходного дифференциального уравнения
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Пример 3. Проинтегрировать уравнение 
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Решение. Характеристическое уравнение 
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Найдем корни этого уравнения.


[image: image120.wmf]3

4

1

1

1

4

1

-

=

-

=

×

×

-

=

D



[image: image121.wmf]1

,

2

3

1

2

3

1

2

3

1

2

2

2

,

1

-

=

+

-

=

×

±

-

=

-

±

-

=

i

i

i

k



[image: image122.wmf]i

i

k

2

3

2

1

2

3

1

1

+

-

=

+

-

=

;


[image: image123.wmf]i

i

k

2

3

2

1

2

3

1

2

-

-

=

-

-

=

.


[image: image124.wmf]2

1

-

=

a

;

[image: image125.wmf]2

3

=

b


В соответствии с формулой (5) находим общее решение
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Пример 4. Найти частное решение дифференциального уравнения.
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Решение. Характеристическое уравнение 
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Т.к. корни 
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Найдем частное решение.

Подставим в общее решение первое начальное условие: 
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Чтобы составить второе уравнение, продифференцируем общее решение и воспользуемся вторые начальным условием:
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Решим систему уравнений:
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Подставив найденные значения постоянных в общее решение, получим частное решение
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Задачи.

Найти общие решения однородных дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами.
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Решить задачу Коши для дифференциального уравнения второго порядка

1. 
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