
Âàðèàíò I

Çàäà÷à 1.

Àíàëèç ïîëó÷åííîé ïðèáûëè ñòðîèòåëüíîé êîìïàíèåé çà ïîñëåäíèå 5 ëåò ïîêàçàë, ÷òî îíà ìîæåò áûòü

âûðàæåíà ôóíêöèåé f(t) =
(

16√
t−2013−1

+ 16√
t−2013+1

)2

, ãäå t � ãîä. Íàéòè ïðèáûëü çà 2022 ãîä.

Ðåøåíèå .

f(2022) =

(
16√

2022− 2013− 1
+

16√
2022− 2013 + 1

)2

= 256 ·
(
6

8

)2

= 144

Îòâåò: 144.

Çàäà÷à 2.

Ëîãîòèï ñòðîèòåëüíîé êîìïàíèè ¾Ñóïåðñòðîé¿ èìååò âèä ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè
28 è 21, â êîòîðûé âïèñàíà ïîëóîêðóæíîñòü òàê, ÷òî äèàìåòð DE ëåæèò íà ãèïîòåíóçå. Íàéòè ñóììó
ðàññòîÿíèé îò òî÷åê D è E äî áîëüøåãî êàòåòà.

Ðåøåíèå .

A B

C

DD1

D2

EE1

E2

OO1

O2

Ïóñòü O - öåíòð ïîëóîêðóæíîñòè(îí ðåæèò íà ãèïîòåíóçå). Ïðî-
âåä¼ì ïåðïåíäèêóëÿðû OO1, OO2, DD1, DD2 è EE1, êàê íà ðèñóí-
êå.

Ïóñòü OO1 = OO2 = x - ðàäèóñ ïîëóîêðóæíîñòè.

Èç ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî ∆DD2O = ∆OE2E (DO = OE,
∠DOD2 = ∠OEE2, ∠DD2O = ∠OE2E). Ñëåäîâàòåëüíî, OD2 =
EE2.

DD1O1D2 � ïðÿìîóãîëüíèê, ñëåäîâàòåëüíî, DD1 = O1D2.

E1E2OO1 � ïðÿìîóãîëüíèê, ñëåäîâàòåëüíî, OO1 = E1E2.

Ïîëó÷àåì, DD1 + EE1 = O1D2 + E1E2 + E2E = OO1 −OD2 +OO1 +OD2 = 2 ·OO1 = 2x.

AO1OO2 � êâàäðàò, ñëåäîâàòåëüíî, OO1 = OO2 = AO2 = AO1 = x.

Î÷åâèäíî, ÷òî ∆CO1O ∼ ∆OO2B (∠CO1O = ∠OO2B, ∠OCO1 = 90◦ − ∠OBO2 = ∠BOO2). Ñëåäîâà-
òåëüíî, CO1

OO2
= OO1

O2B
⇒ AC−AO1

OO2
= OO1

AB−AO2
⇒ 28−x

x
= x

21−x
⇒ 588− 49x = 0 ⇒ x = 12.

Îòâåò: 24.

Çàäà÷à 3.

Òðè äðóãà Ñåðãåé, Íèêîëàé è Ìèõàèë â îëèìïèàäå ïî ìàòåìàòèêå çàíÿëè òðè ïåðâûõ ìåñòà. Íà âîïðîñ
"Êòî êàêîå ìåñòî çàíÿë?" îòâåòèëè:

Ñåðãåé: "ß íå íà ïåðâîì ìåñòå."
Íèêîëàé: "Íà ýòîò ðàç ÿ íà ïåðâîì ìåñòå."
Ìèõàèë: "ß íå íà òðåðüåì ìåñòå."
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Êòî èç äðóçåé íà êàêîì ìåñòå, åñëè òîëüêî îäíî âûñêàçûâàíèå âåðíîå?

Ðåøåíèå .

Åñëè ñêàçàë ïðàâäó Ñåðãåé, òî Íèêîëàé íå íà ïåðâîì, à Ìèõàèë íà òðåòüåì. Ò.å. íà âòîðîå è òðåòüå
ìåñòî ïðåíòåíäóþò òðîå ÷åëîâåê. Ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè ñêàçàë ïðàâäó Íèêîëàé, òî Ñåðãåé íà ïåðâîì ìåñòå. Ò.å. íà ïåðâîå ìåñòî ïðåòåíäóåò äâà ÷åëîâåêà.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè ñêàçàë ïðàâäó Ìèõàèë, òî Ñåðãåé íà ïåðâîì ìåñòå, à Íèêîëàé íå íà ïåðâîì. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
1-ûé � Ñåðãåé, 2-îé � Ìèõàèë è 3-èé � Íèêîëàé.

Îòâåò: 1-ûé � Ñåðãåé, 2-îé � Ìèõàèë è 3-èé � Íèêîëàé.

Çàäà÷à 4.

Íà 10 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû öèôðû: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Êàðòî÷êè ïîëîæèëè â óðíó è ïåðåìåøàëè.
Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî äîñòàëè 3 êàðòî÷êè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 81, åñëè îíî òð¼õ-
çíà÷íîå.

Ðåøåíèå .

Âñåãî ÷èñåë êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü èç ýòèõ êàðòî÷åê n = 10 · 9 · 8 = 720.

Èç ÷èñåë äî 1000 íà 81 äåëÿòñÿ: 81, 162, 243, 324, 405, 486, 567, 648, 729, 810, 891, 972. Ïåðâîå ÷èñëî íå
ïîäõîäèò, ò.ê. ïî óñëîâèþ çàäà÷è íàñ èíòåðåñóþò òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà. Ò.å. îñòà¼òñÿ m = 11 ÷èñåë.

Ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòü p = m
n
= 11

720
.

Îòâåò: 11
720
.

Çàäà÷à 5.

Ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = 1
x
ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ, ïðè÷¼ì àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ x0 ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî îñÿìè êîîðäèíàò è ýòîé êàñàòåëüíîé.

Ðåøåíèå .

Ò.ê. x0 - ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî êàñàòåëüíàÿ ïåðåñåêàåò ïîëîæèòåëüíûå ïîëîâèíû îñåé Ox è Oy.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä y− 1
x0

= − 1
x2
0
(x−x0). Íàéä¼ì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ îñÿìè:

1. Åñëè x = 0, òî y − 1
x0

= 1
x0

⇒ y = 2
x0
. Òî÷êà A

(
0, 2

x0

)
.

2. Åñëè y = 0, òî − 1
x0

= − 1
x2
0
(x− x0) ⇒ x = 2x0. Òî÷êà B (2x0, 0).

Ò.ê. ∆ABO - ïðÿìîóãîëüíûé, òî S = OA·OB
2

= 1
2
· 2
x0

· 2x0 = 2.

Îòâåò: 2.

Çàäà÷à 6.
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Ðåøèòü óðàâíåíèå sin
(
x− π

4

)
− cos

(
x+ π

4

)
= sin

(
x+ π

4

)
+ cos

(
x− π

4

)
+
√
2.

Ðåøåíèå .

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå:

sin
(
x− π

4

)
− sin

(
x+

π

4

)
−
(
cos

(
x+

π

4

)
+ cos

(
x− π

4

))
=

√
2

−2 cosx sin
π

4
− 2 cosx cos

π

4
=

√
2

−2 cosx = 1 ⇒ cosx = −1

2
⇒ x = ±2π

3
+ 2πn, n ∈ Z

Îòâåò: ±2π
3
+ 2πn, n ∈ Z.

Çàäà÷à 7.

Ôóíäàìåíòíûé áëîê èìååò ôîðìó ïðÿìîãî ïàðàëëåëåïèïåäà â îñíîâàíèè êîòîðîãî ïàðàëëåëîãðàìì ñî
ñòîðîíàìè 3 äì è 12 äì è îñòðûì óãëîì 60◦. Áîëüøàÿ äèàãîíàëü ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà 15 äì. Íàéäèòå
îáú¼ì áëîêà.

Ðåøåíèå .

A B

CD

K L

MN

Èç óñëîâèé çàäà÷è AB = 3, BC = 12, ∠DAB = 60◦, AM = 15 è
∠ACM = 90◦.

Ò.ê. ABCD - ïàðàëëåëîãðàìì, òî ∠ABC = 120◦. Èç ∆ABC ïî òåî-
ðåìå êîñèíóñîâ:

AC2 = AB2 +BC2 − 2 · AB ·BC cos∠ABC

AC2 = 9 + 144− 2 · 3 · 12 ·
(
−1

2

)
⇒ AC =

√
189

∆ACM - ïðÿìîóãîëüíûé, ñëåäîâàòåëüíî, MC =
√
AM2 − AC2 =

√
225− 189 = 6.

Ò.ê. ïàðàëëåëåïèïåä ïðÿìîé, òî V = SABCD ·MC = AB ·BC · sin∠ABC ·MC = 3 · 12 · 6 ·
√
3
2

= 108
√
3.

Îòâåò: 108
√
3.

Çàäà÷à 8.

Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 3
2−3x
1−2x + 3

1−3x
1−2x ≤ 12.

Ðåøåíèå .

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå:
32+

x
1−2x + 31−

x
1−2x ≤ 12

9 ·
(
3

x
1−2x

)2

− 12 · 3
x

1−2x + 3 ≤ 0

1

3
≤ 3

x
1−2x ≤ 1

3−1 ≤ 3−
1
2
+ 1

2(1−2x) ≤ 31

3−
1
2 ≤ 3

1
2(1−2x) ≤ 3

1
2
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−1 ≤ 1

1− 2x
≤ 1[

1− 2x ≥ 1

1− 2x ≤ −1
⇒

[
x ≤ 0

x ≥ 1
⇒ x ∈ R/(0, 1)

Îòâåò: x ∈ R/(0, 1).

Çàäà÷à 9.

Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî n øàõìàòèñòîâ. Êàæäûé øàõìàòèñò èãðàë ñî âñåìè îñòàëüíûìè
ïî îäíîìó ðàçó. Çà ïîáåäó äàâàëè 2 î÷êà, çà íè÷üþ � 1 î÷êî, çà ïðîèãðûø î÷êè íå äàâàëè. Ïî îêîí÷àíèþ
òóðíèðà îêàçàëîñü, ÷òî íàáðàííûå øàõìàòèñòàìè î÷êè îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíî-
ñòüþ ïðîãðåññèè áîëüøå 1. Ñêîëüêî î÷êîâ íàáðàë øàõìàòèñò, çàíÿâøèé 1-îå ìåñòî?

Ðåøåíèå .

Âñåãî ñûãðàíî ïàðòèé n(n−1)
2

. Ò.ê. â êàæäîé èãðå ðàçûãðûâàåòñÿ äâà î÷êà, òî âñåãî î÷êîâ ðàçûãðàíî

2 · n(n−1)
2

= n(n − 1). Ýòî ÷èñëî î÷êîâ äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ñóììå âñåõ î÷êîâ ó èãðîêîâ, ò.å. ñóììå n
÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ïóñòü ó ïîñëåäíåãî a î÷êîâ, à ðàçíîñòü ïðîãðåññèè d, òîãäà ïîëó÷èì

n(n− 1) =
(2a+ (n− 1)d) · n

2
⇒ 2n− 2 = 2a+ (n− 1)d ⇒ d = 2− a

n− 1

Ò.ê. a - öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî è d - öåëîå ÷èñëî áîëüøå 1, òî åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðèàíò,
ýòî a = 0 è d = 2. Ò.å. øàõìàòèñò íà ïåðâîì ìåñòå íàáðàë a+ (n− 1)d = 2(n− 1) î÷êîâ.

Îòâåò: 2(n− 1).

Çàäà÷à 10.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò äâà ðåøåíèÿ?{√
x2 + y2 − 8x+ 2y + 17 =

√
x2 + y2 − 4x− 2y + 5 + 2

√
2

x2 + y2 = a

Ðåøåíèå .

−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

x

y

Ïðåîáðàçóåì ïåðâîå óðàâíåíèå:
√

(x− 4)2 + (y + 1)2 −√
(x− 2)2 + (y − 1)2 = 2

√
2. Êàê ìîæíî âèäåòü, êîðíè çàäàþò

ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê F1(4,−1) è F2(2, 1) äî òî÷êè (x, y). Ò.å.
íàì çàäàíî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçíîñòü ðàññòîÿíèé êîòîðûõ äî
F1 è F2 ðàâíî 2

√
2.

Ðàññòîÿíèå F1F2 =
√
(4− 2)2 + (−1− 1)2 = 2

√
2.

Ò.å. ýòî âûðîæäåííûé ñëó÷àé ãèïåðáîëû, êîãäà äëèíà
áîëüøîé îñè ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó ôîêóñàìè. Òàê-
æå, ðàññòîÿíèå äî F2 äîëæíî áûòü áîëüøå, ÷åì äî F1.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ëó÷ èç òî÷êè F2 ëåæàùèé
íà ïðÿìîé F1F2 : y = 3 − x (íà ðèñóíêå ñèíèé
ëó÷).

Òåïåðü ãåîìåòðè÷åñêè íàøà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: ïðè êàêèõ êâàäðàòàõ ðàäèóñà îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ïåðåñåêàåò ëó÷ y = 3− x, ãäå x ∈ (−∞, 2], â äâóõ òî÷êàõ.
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Íàéä¼ì a ïðè êîòîðîì y = 3− x � êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè(íà ðèñóíêå ÷¼ðíàÿ îêðóæíîñòü).

x2 + (3− x)2 = a ⇒ 2x2 − 6x+ 9− a = 0

Êàñàíèå áóäåò, êîãäà D = 36− 72 + 8a = 8a− 36 = 0 ⇒ a = 4.5.

Òåïåðü íàéä¼ì a, ïðè êîòîðîì îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó F2(íà ðèñóíêå çåë¼íàÿ îêðóæíîñòü):

(x, y) = (2, 1) ⇒ 4 + 1 = a ⇒ a = 5

Îòâåò: a ∈ (4.5, 5].
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Âàðèàíò II

Çàäà÷à 1.

Àíàëèç ïîëó÷åííîé ïðèáûëè ñòðîèòåëüíîé êîìïàíèåé çà ïîñëåäíèå 5 ëåò ïîêàçàë, ÷òî îíà ìîæåò áûòü

âûðàæåíà ôóíêöèåé f(t) = 24 ·
(

6
3
√
2026−t

+ 6
3
√
2038−t

)2

, ãäå t � ãîä. Íàéòè ïðèáûëü çà 2022 ãîä.

Ðåøåíèå .

f(2022) = 24 ·
(

6

3
√
2026− 2022

+
6

3
√
2038− 2022

)2

= 96 ·
(
1

2
+

1

4

)2

= 54

Îòâåò: 27.

Çàäà÷à 2.

Ëîãîòèï ñòðîèòåëüíîé êîìïàíèè ¾Ñóïåðñòðîé¿ èìååò âèä ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ ïðÿ-
ìûì óãëîì ïðè âåðøèíå C, â êîòîðûé âïèñàí êâàäðàò CKMN òàê, ÷òî òî÷êà M äåëèò ãèïîòåíóçó íà
÷àñòè, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ êàê 9 : 12. Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè ãèïîòåíóçà ðàâíà 35.

Ðåøåíèå .

C B

A

MK

N

Ïóñòü AC = b, BC = a è CK = KM = MN = NC =
x.

∆AKM ∼ ∆MNB, ò.ê. ïî ïîñòðîåíèþ ∠MNB = ∠AKM è ∠AMN = ∠MBN .
Ñëåäîâàòåëüíî, AK

MN
= AM

MB
⇒ b−x

x
= 9

12
⇒ b = 7

4
x è NB

KM
= BM

AM
⇒ a−x

x
= 12

9
⇒ a =

7
3
x.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà â ∆ABC AC2 + BC2 = AB2 ⇒ 49
16
x2 + 49

9
x2 = 1225 ⇒

x = 12.

Ïëîùàäü ðàâíà 1
2
AC ·BC = 49

24
x2 = 294.

Îòâåò: 294.

Çàäà÷à 3.

Ìàêñèì, Îëåã, Þðèé è Àíàòîëèé � äðóçüÿ, îäèí � âðà÷, îäèí � ñïîðòèâíûé òðåíåð, îäèí � ñòðîèòåëü
è îäèí � æóðíàëèñò. Æóðíàëèñò íàïèñàë ñòàòüþ ïðî Ìàêñèìà è Àíàòîëèÿ. Òðåíåð è æóðíàëèñò âìåñòå
ñ Îëåãîì õîäèëè â ïîõîä. Ìàêñèì è Îëåã áûëè íà ïðè¼ìå ó âðà÷à. Ó êîãî èç äðóçåé êàêàÿ ïðîôåññèÿ?

Ðåøåíèå .

Æóðíàëèñò íàïèñàë ñòàòüþ ïðî Ìàêñèìà è Àíàòîëèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, æóðíàëèñò èëè Îëåã èëè Þðèé.

Òðåíåð è æóðíàëèñò âìåñòå ñ Îëåãîì õîäèëè â ïîõîä, ñëåäîâàòåëüíî, Îëåã íå æóðíàëèñò è íå òðåíåð.
Þðèé � æóðíàëèñò.

Ìàêñèì è Îëåã áûëè íà ïðè¼ìå ó âðà÷à, ñëåäîâàòåëüíî, Îëåã è Ìàêñèì íå âðà÷è. Îëåã � ñòðîèòåëü,
Ìàêñèì � òðåíåð, à Àíàòîëèé � âðà÷.

Îòâåò: Þðèé � æóðíàëèñò, Îëåã � ñòðîèòåëü, Ìàêñèì � òðåíåð è Àíàòîëèé � âðà÷.
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Çàäà÷à 4.

Íà 10 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû öèôðû: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Êàðòî÷êè ïîëîæèëè â óðíó è ïåðåìåøàëè.
Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî äîñòàëè 3 êàðòî÷êè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 95, åñëè îíî òð¼õ-
çíà÷íîå.

Ðåøåíèå .

Âñåãî ÷èñåë êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü èç ýòèõ êàðòî÷åê n = 10 · 9 · 8 = 720.

Èç ÷èñåë äî 1000 íà 95 äåëÿòñÿ: 95, 190, 285, 380, 475, 570, 665, 760, 855, 950. Ïåðâîå ÷èñëî íå ïîäõî-
äèò, ò.ê. ïî óñëîâèþ çàäà÷è íàñ èíòåðåñóþò òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà. 665 è 855 òîæå íå ïîäõîäÿò, ò.ê. èìåþò
ïîâòîðÿþùèåñÿ öèôðû. Ò.å. îñòà¼òñÿ m = 7 ÷èñåë.

Ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòü p = m
n
= 7

720
.

Îòâåò: 7
720
.

Çàäà÷à 5.

Ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = 2
x
ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ, ïðè÷¼ì àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ x0 ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî îñÿìè êîîðäèíàò è ýòîé êàñàòåëüíîé.

Ðåøåíèå .

Ò.ê. x0 - ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî êàñàòåëüíàÿ ïåðåñåêàåò ïîëîæèòåëüíûå ïîëîâèíû îñåé Ox è Oy.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä y− 2
x0

= − 2
x2
0
(x−x0). Íàéä¼ì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ îñÿìè:

1. Åñëè x = 0, òî y − 2
x0

= 2
x0

⇒ y = 4
x0
. Òî÷êà A

(
0, 4

x0

)
.

2. Åñëè y = 0, òî − 2
x0

= − 2
x2
0
(x− x0) ⇒ x = 2x0. Òî÷êà B (2x0, 0).

Ò.ê. ∆ABO - ïðÿìîóãîëüíûé, òî S = OA·OB
2

= 1
2
· 4
x0

· 2x0 = 4.

Îòâåò: 4.

Çàäà÷à 6.

Ðåøèòü óðàâíåíèå sin
(
x− π

4

)
− cos

(
x− π

4

)
− sin

(
x+ π

4

)
− cos

(
x+ π

4

)
= 1.

Ðåøåíèå .

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå:

sin
(
x− π

4

)
− sin

(
x+

π

4

)
−
(
cos

(
x+

π

4

)
+ cos

(
x− π

4

))
= 1

−2 cosx sin
π

4
− 2 cosx cos

π

4
= 1

−2 cosx =
1√
2
⇒ cosx = − 1

2
√
2
⇒ x = π ± arccos

1

2
√
2
+ 2πn, n ∈ Z

Îòâåò: π ± arccos 1
2
√
2
+ 2πn, n ∈ Z.
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Çàäà÷à 7.

Ôóíäàìåíòíûé áëîê èìååò ôîðìó ïðÿìîãî ïàðàëëåëåïèïåäà â îñíîâàíèè êîòîðîãî ïàðàëëåëîãðàìì ñî
ñòîðîíàìè 6 äì è 24 äì è òóïûì óãëîì 120◦. Áîëüøàÿ äèàãîíàëü ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà 30 äì. Îïðåäå-
ëèòü ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè áëîêà.

Ðåøåíèå .

A B

CD

K L

MN

Èç óñëîâèé çàäà÷è AB = 6, BC = 24, ∠ABC = 120◦, AM = 30 è
∠ACM = 90◦.

Èç ∆ABC ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ:

AC2 = AB2 +BC2 − 2 · AB ·BC cos∠ABC

AC2 = 36 + 576− 2 · 6 · 24 ·
(
−1

2

)
⇒ AC =

√
756

∆ACM - ïðÿìîóãîëüíûé, ñëåäîâàòåëüíî, MC =
√
AM2 − AC2 =

√
900− 756 = 12.

SABCD = 1
2
· AB ·BC sin∠ABC = 1

2
· 6 · 24 ·

√
3
2

= 36
√
3.

SAKLB = AB · LB = 6 · 12 = 72. SBLMC = BC ·MC = 24 · 12 = 288.

Sfull = 2 · (SABCD + SAKLB + SBLMC) = 720 + 72
√
3.

Îòâåò: 720 + 72
√
3.

Çàäà÷à 8.

Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 3
3x−2
2x−1 > 12− 3 · 3

x
2x−1 .

Ðåøåíèå .

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå:
32−

x
2x−1 > 12− 3 · 3

x
2x−1(

3
x

2x−1

)2

− 4 · 3
x

1−2x + 3 > 0[
3

x
2x−1 > 3

3
x

2x−1 < 1[
x

2x−1
> 1

x
2x−1

< 0
1 + 1

2x−1
> 2{

x < 0

2x− 1 > 0{
x > 0

2x− 1 < 0[
0 < 2x− 1 < 1

0 < x < 0.5
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x ∈ (0, 1)/

{
1

2

}
Îòâåò: x ∈ (0, 1)/

{
1
2

}
.

Çàäà÷à 9.

Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî n øàõìàòèñòîâ. Êàæäûé øàõìàòèñò èãðàë ñî âñåìè îñòàëüíûìè
ïî îäíîìó ðàçó. Çà ïîáåäó äàâàëè 2 î÷êà, çà íè÷üþ � 1 î÷êî, çà ïðîèãðûø î÷êè íå äàâàëè. Ïî îêîí÷àíèþ
òóðíèðà îêàçàëîñü, ÷òî íàáðàííûå øàõìàòèñòàìè î÷êè îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíî-
ñòüþ ïðîãðåññèè áîëüøå 1. Ñêîëüêî î÷êîâ íàáðàë øàõìàòèñò, çàíÿâøèé òðè ïåðâûõ ìåñòà?

Ðåøåíèå .

Âñåãî ñûãðàíî ïàðòèé n(n−1)
2

. Ò.ê. â êàæäîé èãðå ðàçûãðûâàåòñÿ äâà î÷êà, òî âñåãî î÷êîâ ðàçûãðàíî

2 · n(n−1)
2

= n(n − 1). Ýòî ÷èñëî î÷êîâ äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ñóììå âñåõ î÷êîâ ó èãðîêîâ, ò.å. ñóììå n
÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ïóñòü ó ïîñëåäíåãî a î÷êîâ, à ðàçíîñòü ïðîãðåññèè d, òîãäà ïîëó÷èì

n(n− 1) =
(2a+ (n− 1)d) · n

2
⇒ 2n− 2 = 2a+ (n− 1)d ⇒ d = 2− a

n− 1

Ò.ê. a - öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî è d - öåëîå ÷èñëî áîëüøå 1, òî åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðèàíò,
ýòî a = 0 è d = 2. Ò.å. øàõìàòèñòû, çàíÿâøèå òðè ïåðâûõ ìåñòà, íàáðàëè a + (n − 1)d = 2(n − 1) î÷êîâ,
a+ (n− 2)d = 2(n− 2) î÷êîâ è a+ (n− 3)d = 2(n− 3) î÷êîâ.

Îòâåò: 2(n− 1), 2(n− 2) è 2(n− 3).

Çàäà÷à 10.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò äâà ðåøåíèÿ?{√
x2 + y2 + 2x− 10y + 26 =

√
x2 + y2 − 2x− 6y + 10 + 2

√
2

x2 + y2 = a

Ðåøåíèå .

−5−4−3−2−1 1 2 3 4 5

−5
−4
−3
−2
−1

1
2
3
4
5

x

y

Ïðåîáðàçóåì ïåðâîå óðàâíåíèå:
√

(x+ 1)2 + (y − 5)2 −√
(x− 1)2 + (y − 3)2 = 2

√
2. Êàê ìîæíî âèäåòü, êîðíè çàäàþò

ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê F1(−1, 5) è F2(1, 3) äî òî÷êè (x, y). Ò.å.
íàì çàäàíî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçíîñòü ðàññòîÿíèé êîòîðûõ äî
F1 è F2 ðàâíî 2

√
2.

Ðàññòîÿíèå F1F2 =
√
(−1− 1)2 + (5− 3)2 = 2

√
2.

Ò.å. ýòî âûðîæäåííûé ñëó÷àé ãèïåðáîëû, êîãäà äëèíà
áîëüøîé îñè ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó ôîêóñàìè. Òàê-
æå, ðàññòîÿíèå äî F1 äîëæíî áûòü áîëüøå, ÷åì äî F2.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ëó÷ èç òî÷êè F2 ëåæàùèé
íà ïðÿìîé F1F2 : y = 4 − x (íà ðèñóíêå ñèíèé
ëó÷).

Òåïåðü ãåîìåòðè÷åñêè íàøà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: ïðè êàêèõ êâàäðàòàõ ðàäèóñà îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ïåðåñåêàåò ëó÷ y = 4− x, ãäå x ∈ [1,∞), â äâóõ òî÷êàõ.

Íàéä¼ì a ïðè êîòîðîì y = 4− x � êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè(íà ðèñóíêå ÷¼ðíàÿ îêðóæíîñòü).

x2 + (4− x)2 = a ⇒ 2x2 − 8x+ 16− a = 0
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Êàñàíèå áóäåò, êîãäà D = 64− 128 + 8a = 8a− 64 = 0 ⇒ a = 8.

Òåïåðü íàéä¼ì a, ïðè êîòîðîì îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó F2(íà ðèñóíêå çåë¼íàÿ îêðóæíîñòü):

(x, y) = (1, 3) ⇒ 1 + 9 = a ⇒ a = 10

Îòâåò: a ∈ (8, 10].
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Âàðèàíò III

Çàäà÷à 1.

Àíàëèç ïîëó÷åííîé ïðèáûëè ñòðîèòåëüíîé êîìïàíèåé çà ïîñëåäíèå 5 ëåò ïîêàçàë, ÷òî îíà ìîæåò áûòü

âûðàæåíà ôóíêöèåé f(t) =
(

8√
2031−t−1

+ 8√
2031−t+1

)2

, ãäå t � ãîä. Íàéòè ïðèáûëü çà 2022 ãîä.

Ðåøåíèå .

f(2022) =

(
8√

2031− 2022− 1
+

8√
2031− 2022 + 1

)2

= 64 ·
(
1

2
+

1

4

)2

= 36

Îòâåò: 36.

Çàäà÷à 2.

Ëîãîòèï ñòðîèòåëüíîé êîìïàíèè ¾Ñóïåðñòðîé¿ èìååò âèä ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, â êîòîðûé
âïèñàíà ïîëóîêðóæíîñòü òàê, ÷òî äèàìåòð ëåæèò íà ãèïîòåíóçå, à öåíòð ïîëóîêðóæíîñòè äåëèò ãèïîòåíó-
çó íà ÷àñòè, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ êàê 3 : 4. Ðàäèóñ ïîëóîêðóæíîñòè ðàâåí 24. Íàéòè ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå .

C B

A

MK

N

Ïóñòü M - öåíòð ïîëóîêðóæíîñòè. Ïðîâåä¼ì ïåðïåíäèêóëÿðû ê êàòåòàì KM
è MN . Òîãäà CK = KM = MN = NC = 24 è AM

MB
= 3

4
⇒ AM

AB
= 3

7
è

MB
AB

= 4
7
.

Ïóñòü AC = b, BC = a.

∆AKM ∼ ∆ABC, ò.ê. ïî ïîñòðîåíèþ ∠ACB = ∠AKM è ∠CAB = ∠KAM .
Ñëåäîâàòåëüíî, AK

AC
= AM

AB
⇒ b−24

b
= 3

7
⇒ b = 42.

∆AKM ∼ ∆ABC, ò.ê. ïî ïîñòðîåíèþ ∠ACB = ∠MNB è ∠ABC = ∠MBN .
Ñëåäîâàòåëüíî, NB

BC
= MB

AB
⇒ a−24

a
= 4

7
⇒ a = 56.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà â ∆ABC AC2 +BC2 = AB2 ⇒ 32 · 142 + 42 · 142 = AB2 ⇒ AB = 70.

Ïåðèìåòð ðàâåí AB + AC +BC = 168.

Îòâåò: 168.

Çàäà÷à 3.

Òðè äðóãà Ñåðãåé, Íèêîëàé è Ìèõàèë â îëèìïèàäå ïî ìàòåìàòèêå çàíÿëè òðè ïåðâûõ ìåñòà. Íà âîïðîñ
"Êòî êàêîå ìåñòî çàíÿë?" îòâåòèëè:

Íèêîëàé: "ß íå íà ïåðâîì ìåñòå."
Ìèõàèë: "Íà ýòîò ðàç ÿ íà ïåðâîì ìåñòå."
Ñåðãåé: "ß íå íà òðåðüåì ìåñòå."

Êòî èç äðóçåé íà êàêîì ìåñòå, åñëè òîëüêî îäíî âûñêàçûâàíèå âåðíîå?

Ðåøåíèå .
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Åñëè ñêàçàë ïðàâäó Íèêîëàé, òî Ìèõàèë íå íà ïåðâîì, à Ñåðãåé íà òðåòüåì. Ò.å. íà âòîðîå è òðåòüå
ìåñòî ïðåíòåíäóþò òðîå ÷åëîâåê. Ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè ñêàçàë ïðàâäó Ìèõàèë, òî Íèêîëàé íà ïåðâîì ìåñòå. Ò.å. íà ïåðâîå ìåñòî ïðåòåíäóåò äâà ÷åëî-
âåêà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè ñêàçàë ïðàâäó Ñåðãåé, òî Íèêîëàé íà ïåðâîì ìåñòå, à Ìèõàèë íå íà ïåðâîì. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
1-ûé � Íèêîëàé, 2-îé � Ñåðãåé è 3-èé � Ìèõàèë.

Îòâåò: 1-ûé � Íèêîëàé, 2-îé � Ñåðãåé è 3-èé � Ìèõàèë.

Çàäà÷à 4.

Íà 10 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû öèôðû: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Êàðòî÷êè ïîëîæèëè â óðíó è ïåðåìåøàëè.
Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî äîñòàëè 3 êàðòî÷êè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 87, åñëè îíî òð¼õ-
çíà÷íîå.

Ðåøåíèå .

Âñåãî ÷èñåë êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü èç ýòèõ êàðòî÷åê n = 10 · 9 · 8 = 720.

Èç ÷èñåë äî 1000 íà 87 äåëÿòñÿ: 87, 174, 261, 348, 435, 522, 609, 696, 783, 870, 957. Ïåðâîå ÷èñëî íå
ïîäõîäèò, ò.ê. ïî óñëîâèþ çàäà÷è íàñ èíòåðåñóþò òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà. 522 è 696 òîæå íå ïîäõîäÿò, ò.ê.
èìåþò ïîâòîðÿþùèåñÿ öèôðû. Ò.å. îñòà¼òñÿ m = 8 ÷èñåë.

Ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòü p = m
n
= 8

720
.

Îòâåò: 1
90
.

Çàäà÷à 5.

Ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = 3
x
ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ, ïðè÷¼ì àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ x0 ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî îñÿìè êîîðäèíàò è ýòîé êàñàòåëüíîé.

Ðåøåíèå .

Ò.ê. x0 - ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî êàñàòåëüíàÿ ïåðåñåêàåò ïîëîæèòåëüíûå ïîëîâèíû îñåé Ox è Oy.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä y− 3
x0

= − 3
x2
0
(x−x0). Íàéä¼ì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ îñÿìè:

1. Åñëè x = 0, òî y − 3
x0

= 3
x0

⇒ y = 6
x0
. Òî÷êà A

(
0, 6

x0

)
.

2. Åñëè y = 0, òî − 3
x0

= − 3
x2
0
(x− x0) ⇒ x = 2x0. Òî÷êà B (2x0, 0).

Ò.ê. ∆ABO - ïðÿìîóãîëüíûé, òî S = OA·OB
2

= 1
2
· 6
x0

· 2x0 = 6.

Îòâåò: 6.

Çàäà÷à 6.

Ðåøèòü óðàâíåíèå sin
(
x− π

4

)
− cos

(
x− π

4

)
− sin

(
x+ π

4

)
− cos

(
x+ π

4

)
= 0.
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Ðåøåíèå .

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå:

sin
(
x− π

4

)
− sin

(
x+

π

4

)
−
(
cos

(
x+

π

4

)
+ cos

(
x− π

4

))
= 0

−2 cosx sin
π

4
− 2 cosx cos

π

4
= 0

−2 cosx = 0 ⇒ cosx = 0 ⇒ x =
π

2
+ πn, n ∈ Z

Îòâåò: π
2
+ πn, n ∈ Z.

Çàäà÷à 7.

Ôóíäàìåíòíûé áëîê èìååò ôîðìó ïðÿìîãî ïàðàëëåëåïèïåäà â îñíîâàíèè êîòîðîãî ïàðàëëåëîãðàìì ñî
ñòîðîíàìè 4 äì è 16 äì è òóïûì óãëîì 120◦. Áîëüøàÿ äèàãîíàëü ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà 20 äì. Îïðåäå-
ëèòü ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè áëîêà.

Ðåøåíèå .

A B

CD

K L

MN

Èç óñëîâèé çàäà÷è AB = 4, BC = 16, ∠ABC = 120◦, AM = 20 è
∠ACM = 90◦.

Èç ∆ABC ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ:

AC2 = AB2 +BC2 − 2 · AB ·BC cos∠ABC

AC2 = 16 + 256− 2 · 4 · 16 ·
(
−1

2

)
⇒ AC =

√
336

∆ACM - ïðÿìîóãîëüíûé, ñëåäîâàòåëüíî, MC =
√
AM2 − AC2 =

√
400− 336 = 8.

Ò.ê. ïàðàëëåëåïèïåä ïðÿìîé, òî V = SABCD ·MC = AB ·BC · sin∠ABC ·MC = 4 · 16 · 8 ·
√
3
2

= 256
√
3.

Îòâåò: 256
√
3.

Çàäà÷à 8.

Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 9 · 3
x

1−2x < 12− 3
3x−1
2x−1 .

Ðåøåíèå .

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå:
9 · 3−

x
2x−1 < 12− 31+

x
2x−1(

3
x

2x−1

)2

− 4 · 3
x

1−2x + 3 < 0

1 < 3
x

2x−1 < 3

0 <
x

2x− 1
< 1

−1 <
1

2x− 1
< 1[

2x− 1 > 1

2x− 1 < −1
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x ∈ R/(0, 1)
Îòâåò: x ∈ R/(0, 1).

Çàäà÷à 9.

Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî n øàõìàòèñòîâ. Êàæäûé øàõìàòèñò èãðàë ñî âñåìè îñòàëüíûìè
ïî îäíîìó ðàçó. Çà ïîáåäó äàâàëè 2 î÷êà, çà íè÷üþ � 1 î÷êî, çà ïðîèãðûø î÷êè íå äàâàëè. Ïî îêîí÷àíèþ
òóðíèðà îêàçàëîñü, ÷òî íàáðàííûå øàõìàòèñòàìè î÷êè îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíî-
ñòüþ ïðîãðåññèè áîëüøå 1. Ñêîëüêî î÷êîâ íàáðàë øàõìàòèñò, çàíÿâøèé 3-üå ìåñòî ñ êîíöà?

Ðåøåíèå .

Âñåãî ñûãðàíî ïàðòèé n(n−1)
2

. Ò.ê. â êàæäîé èãðå ðàçûãðûâàåòñÿ äâà î÷êà, òî âñåãî î÷êîâ ðàçûãðàíî

2 · n(n−1)
2

= n(n − 1). Ýòî ÷èñëî î÷êîâ äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ñóììå âñåõ î÷êîâ ó èãðîêîâ, ò.å. ñóììå n
÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ïóñòü ó ïîñëåäíåãî a î÷êîâ, à ðàçíîñòü ïðîãðåññèè d, òîãäà ïîëó÷èì

n(n− 1) =
(2a+ (n− 1)d) · n

2
⇒ 2n− 2 = 2a+ (n− 1)d ⇒ d = 2− a

n− 1

Ò.ê. a - öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî è d - öåëîå ÷èñëî áîëüøå 1, òî åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðèàíò,
ýòî a = 0 è d = 2. Ò.å. øàõìàòèñò, çàíÿâøèé 3-üå ìåñòî ñ êîíöà, íàáðàë a+ 2d = 4 î÷êà.

Îòâåò: 4.

Çàäà÷à 10.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò äâà ðåøåíèÿ?{√
(x− 4)2 + y2 + 2y + 1 =

√
(x− 2)2 + y2 − 2y + 1 + 2

√
2

x2 + y2 = a

Ðåøåíèå .

−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

x

y

Ïðåîáðàçóåì ïåðâîå óðàâíåíèå:
√

(x− 4)2 + (y + 1)2 −√
(x− 2)2 + (y − 1)2 = 2

√
2. Êàê ìîæíî âèäåòü, êîðíè çàäàþò

ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê F1(4,−1) è F2(2, 1) äî òî÷êè (x, y). Ò.å.
íàì çàäàíî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçíîñòü ðàññòîÿíèé êîòîðûõ äî
F1 è F2 ðàâíî 2

√
2.

Ðàññòîÿíèå F1F2 =
√
(4− 2)2 + (−1− 1)2 = 2

√
2.

Ò.å. ýòî âûðîæäåííûé ñëó÷àé ãèïåðáîëû, êîãäà äëèíà
áîëüøîé îñè ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó ôîêóñàìè. Òàê-
æå, ðàññòîÿíèå äî F2 äîëæíî áûòü áîëüøå, ÷åì äî F1.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ëó÷ èç òî÷êè F2 ëåæàùèé
íà ïðÿìîé F1F2 : y = 3 − x (íà ðèñóíêå ñèíèé
ëó÷).

Òåïåðü ãåîìåòðè÷åñêè íàøà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: ïðè êàêèõ êâàäðàòàõ ðàäèóñà îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ïåðåñåêàåò ëó÷ y = 3− x, ãäå x ∈ (−∞, 2], â äâóõ òî÷êàõ.

Íàéä¼ì a ïðè êîòîðîì y = 3− x � êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè(íà ðèñóíêå ÷¼ðíàÿ îêðóæíîñòü).

x2 + (3− x)2 = a ⇒ 2x2 − 6x+ 9− a = 0

Êàñàíèå áóäåò, êîãäà D = 36− 72 + 8a = 8a− 36 = 0 ⇒ a = 4.5.
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Òåïåðü íàéä¼ì a, ïðè êîòîðîì îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó F2(íà ðèñóíêå çåë¼íàÿ îêðóæíîñòü):

(x, y) = (2, 1) ⇒ 4 + 1 = a ⇒ a = 5

Îòâåò: a ∈ (4.5, 5].
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Âàðèàíò VI

Çàäà÷à 1.

Àíàëèç ïîëó÷åííîé ïðèáûëè ñòðîèòåëüíîé êîìïàíèåé çà ïîñëåäíèå 5 ëåò ïîêàçàë, ÷òî îíà ìîæåò áûòü

âûðàæåíà ôóíêöèåé f(t) = 225 ·
(

4
5
√
t−2018

+ 4
5
√
t−2006

)2

, ãäå t � ãîä. Íàéòè ïðèáûëü çà 2022 ãîä.

Ðåøåíèå .

f(2022) = 225 ·
(

4

5
√
t− 2018

+
4

5
√
t− 2006

)2

= 144 ·
(
1

2
+

1

4

)2

= 81

Îòâåò: 81.

Çàäà÷à 2.

Ëîãîòèï ñòðîèòåëüíîé êîìïàíèè ¾Ñóïåðñòðîé¿ èìååò âèä ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ ïðÿ-
ìûì óãëîì ïðè âåðøèíå C, â êîòîðûé âïèñàí êâàäðàò CKMN òàê, ÷òî òî÷êà M äåëèò ãèïîòåíóçó íà
÷àñòè, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ êàê 16 : 12. Íàéòè ïëîùàäü êâàäðàòà CKMN , åñëè ãèïîòåíóçà ðàâíà 35.

Ðåøåíèå .

C B

A

MK

N

Ïóñòü AC = b, BC = a è CK = KM = MN = NC =
x.

∆AKM ∼ ∆MNB, ò.ê. ïî ïîñòðîåíèþ ∠MNB = ∠AKM è ∠AMN = ∠MBN .
Ñëåäîâàòåëüíî, AK

MN
= AM

MB
⇒ b−x

x
= 16

12
⇒ b = 7

3
x è NB

KM
= BM

AM
⇒ a−x

x
= 12

16
⇒ a =

7
4
x.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà â ∆ABC AC2 + BC2 = AB2 ⇒ 49
9
x2 + 49

16
x2 = 1225 ⇒

x = 12.

Ïëîùàäü ðàâíà MC2 = 144.

Îòâåò: 144.

Çàäà÷à 3.

Ìàêñèì, Îëåã, Þðèé è Àíàòîëèé � äðóçüÿ, îäèí � âðà÷, îäèí � ñïîðòèâíûé òðåíåð, îäèí � ñòðîèòåëü è
îäèí � æóðíàëèñò. Æóðíàëèñò íàïèñàë ñòàòüþ ïðî Ìàêñèìà è Îëåãà. Òðåíåð è æóðíàëèñò âìåñòå ñ Àíà-
òîëèåì õîäèëè â ïîõîä. Ìàêñèì è Àíàòîëèé áûëè íà ïðè¼ìå ó âðà÷à. Ó êîãî èç äðóçåé êàêàÿ ïðîôåññèÿ?

Ðåøåíèå .

Òðåíåð è æóðíàëèñò âìåñòå ñ Àíàòîëèåì õîäèëè â ïîõîä, ñëåäîâàòåëüíî, Àíàòîëèé íå æóðíàëèñò è íå
òðåíåð.

Ìàêñèì è Àíàòîëèé áûëè íà ïðè¼ìå ó âðà÷à, ñëåäîâàòåëüíî, Àíàòîëèé è Ìàêñèì íå âðà÷è. Àíàòîëèé
� ñòðîèòåëü.

Æóðíàëèñò íàïèñàë ñòàòüþ ïðî Ìàêñèìà è Îëåãà, ñëåäîâàòåëüíî, Ìàêñèì è Îëåã íå æóðíàëèñòû.
Ìàêñèì � òðåíåð, Îëåã � âðà÷ è Þðèé � æóðíàëèñò.

Îòâåò: Þðèé � æóðíàëèñò, Îëåã � âðà÷, Ìàêñèì � òðåíåð è Àíàòîëèé � ñòðîèòåëü.
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Çàäà÷à 4.

Íà 10 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû öèôðû: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Êàðòî÷êè ïîëîæèëè â óðíó è ïåðåìåøàëè.
Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî äîñòàëè 3 êàðòî÷êè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 98, åñëè îíî òð¼õ-
çíà÷íîå.

Ðåøåíèå .

Âñåãî ÷èñåë êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü èç ýòèõ êàðòî÷åê n = 10 · 9 · 8 = 720.

Èç ÷èñåë äî 1000 íà 98 äåëÿòñÿ: 98, 196, 294, 392, 490, 588, 686, 784, 882, 980. Ïåðâîå ÷èñëî íå ïîäõîäèò,
ò.ê. ïî óñëîâèþ çàäà÷è íàñ èíòåðåñóþò òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà. 588, 686 è 882 òîæå íå ïîäõîäÿò, ò.ê. èìåþò
ïîâòîðÿþùèåñÿ öèôðû. Ò.å. îñòà¼òñÿ m = 6 ÷èñåë.

Ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòü p = m
n
= 6

720
.

Îòâåò: 1
120
.

Çàäà÷à 5.

Ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = 4
x
ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ, ïðè÷¼ì àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ x0 ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî îñÿìè êîîðäèíàò è ýòîé êàñàòåëüíîé.

Ðåøåíèå .

Ò.ê. x0 - ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî êàñàòåëüíàÿ ïåðåñåêàåò ïîëîæèòåëüíûå ïîëîâèíû îñåé Ox è Oy.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä y− 4
x0

= − 4
x2
0
(x−x0). Íàéä¼ì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ îñÿìè:

1. Åñëè x = 0, òî y − 4
x0

= 4
x0

⇒ y = 8
x0
. Òî÷êà A

(
0, 8

x0

)
.

2. Åñëè y = 0, òî − 4
x0

= − 4
x2
0
(x− x0) ⇒ x = 2x0. Òî÷êà B (2x0, 0).

Ò.ê. ∆ABO - ïðÿìîóãîëüíûé, òî S = OA·OB
2

= 1
2
· 8
x0

· 2x0 = 8.

Îòâåò: 8.

Çàäà÷à 6.

Ðåøèòü óðàâíåíèå sin
(
x− π

4

)
− cos

(
x− π

4

)
− sin

(
x+ π

4

)
− cos

(
x+ π

4

)
=

√
3.

Ðåøåíèå .

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå:

sin
(
x− π

4

)
− sin

(
x+

π

4

)
−
(
cos

(
x+

π

4

)
+ cos

(
x− π

4

))
=

√
3

−2 cosx sin
π

4
− 2 cosx cos

π

4
=

√
3

−2 cosx =

√
3√
2
⇒ cosx = −

√
3

2
√
2
⇒ x = π ± arccos

√
6

4
+ 2πn, n ∈ Z

Îòâåò: π ± arccos
√
6
4
+ 2πn, n ∈ Z.
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Çàäà÷à 7.

Ôóíäàìåíòíûé áëîê èìååò ôîðìó ïðÿìîãî ïàðàëëåëåïèïåäà â îñíîâàíèè êîòîðîãî ïàðàëëåëîãðàìì ñî
ñòîðîíàìè 6 äì è 24 äì è îñòðûì óãëîì 60◦. Áîëüøàÿ äèàãîíàëü ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà 30 äì. Îïðåäå-
ëèòü ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè áëîêà.

Ðåøåíèå .

A B

CD

K L

MN

Èç óñëîâèé çàäà÷è AB = 6, BC = 24, ∠DAB = 60◦, AM = 30 è
∠ACM = 90◦.

Ò.ê. ABCD - ïàðàëëåëîãðàìì, òî ∠ABC = 120◦. Èç ∆ABC ïî òåî-
ðåìå êîñèíóñîâ:

AC2 = AB2 +BC2 − 2 · AB ·BC cos∠ABC

AC2 = 36 + 576− 2 · 6 · 24 ·
(
−1

2

)
⇒ AC =

√
756

∆ACM - ïðÿìîóãîëüíûé, ñëåäîâàòåëüíî, MC =
√
AM2 − AC2 =

√
900− 756 = 12.

SABCD = 1
2
· AB ·BC sin∠ABC = 1

2
· 6 · 24 ·

√
3
2

= 36
√
3.

SAKLB = AB · LB = 6 · 12 = 72. SBLMC = BC ·MC = 24 · 12 = 288.

Sfull = 2 · (SABCD + SAKLB + SBLMC) = 720 + 72
√
3.

Îòâåò: 720 + 72
√
3.

Çàäà÷à 8.

Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 3
1

1−2x + 1 > 4 · 3
x

1−2x .

Ðåøåíèå .

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå:

3
1

1−2x + 1 > 4 · 3
x

1−2x

3 ·
(
3

x
1−2x

)2

− 4 · 3
x

1−2x + 1 > 0[
3

x
1−2x > 1

3
x

1−2x < 1
3[

x
1−2x

> 0
x

1−2x
< −1[

1− 1
1−2x

< 0

1− 1
1−2x

> 2[
1

1−2x
> 1

−1 > 1
1−2x[

0 < 1− 2x < 1

−1 < 1− 2x < 0

18



x ∈ (0, 1)/

{
1

2

}
Îòâåò: x ∈ (0, 1)/

{
1
2

}
.

Çàäà÷à 9.

Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî n øàõìàòèñòîâ. Êàæäûé øàõìàòèñò èãðàë ñî âñåìè îñòàëüíûìè
ïî îäíîìó ðàçó. Çà ïîáåäó äàâàëè 2 î÷êà, çà íè÷üþ � 1 î÷êî, çà ïðîèãðûø î÷êè íå äàâàëè. Ïî îêîí÷àíèþ
òóðíèðà îêàçàëîñü, ÷òî íàáðàííûå øàõìàòèñòàìè î÷êè îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíî-
ñòüþ ïðîãðåññèè áîëüøå 1. Ñêîëüêî î÷êîâ íàáðàë øàõìàòèñò, çàíÿâøèé òðè ïîñëåäíèõ ìåñòà?

Ðåøåíèå .

Âñåãî ñûãðàíî ïàðòèé n(n−1)
2

. Ò.ê. â êàæäîé èãðå ðàçûãðûâàåòñÿ äâà î÷êà, òî âñåãî î÷êîâ ðàçûãðàíî

2 · n(n−1)
2

= n(n − 1). Ýòî ÷èñëî î÷êîâ äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ñóììå âñåõ î÷êîâ ó èãðîêîâ, ò.å. ñóììå n
÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ïóñòü ó ïîñëåäíåãî a î÷êîâ, à ðàçíîñòü ïðîãðåññèè d, òîãäà ïîëó÷èì

n(n− 1) =
(2a+ (n− 1)d) · n

2
⇒ 2n− 2 = 2a+ (n− 1)d ⇒ d = 2− a

n− 1

Ò.ê. a - öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî è d - öåëîå ÷èñëî áîëüøå 1, òî åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðèàíò,
ýòî a = 0 è d = 2. Ò.å. øàõìàòèñòû, çàíÿâøèå òðè ïîñëåäíèõ ìåñòà, íàáðàëè a = 0 î÷êîâ, a+ d = 2 î÷êîâ
è a+ 2d = 4 î÷êîâ.

Îòâåò: 0, 2 è 4.

Çàäà÷à 10.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò äâà ðåøåíèÿ?{√
x2 + (y − 5)2 + 2x+ 1 =

√
x2 + (y − 3)2 − 2x+ 1 + 2

√
2

x2 + y2 = a

Ðåøåíèå .

−5−4−3−2−1 1 2 3 4 5

−5
−4
−3
−2
−1

1
2
3
4
5

x

y

Ïðåîáðàçóåì ïåðâîå óðàâíåíèå:
√

(x+ 1)2 + (y − 5)2 −√
(x− 1)2 + (y − 3)2 = 2

√
2. Êàê ìîæíî âèäåòü, êîðíè çàäàþò

ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê F1(−1, 5) è F2(1, 3) äî òî÷êè (x, y). Ò.å.
íàì çàäàíî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçíîñòü ðàññòîÿíèé êîòîðûõ äî
F1 è F2 ðàâíî 2

√
2.

Ðàññòîÿíèå F1F2 =
√
(−1− 1)2 + (5− 3)2 = 2

√
2.

Ò.å. ýòî âûðîæäåííûé ñëó÷àé ãèïåðáîëû, êîãäà äëèíà
áîëüøîé îñè ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó ôîêóñàìè. Òàê-
æå, ðàññòîÿíèå äî F1 äîëæíî áûòü áîëüøå, ÷åì äî F2.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ëó÷ èç òî÷êè F2 ëåæàùèé
íà ïðÿìîé F1F2 : y = 4 − x (íà ðèñóíêå ñèíèé
ëó÷).

Òåïåðü ãåîìåòðè÷åñêè íàøà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: ïðè êàêèõ êâàäðàòàõ ðàäèóñà îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ïåðåñåêàåò ëó÷ y = 4− x, ãäå x ∈ [1,∞), â äâóõ òî÷êàõ.

Íàéä¼ì a ïðè êîòîðîì y = 4− x � êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè(íà ðèñóíêå ÷¼ðíàÿ îêðóæíîñòü).

x2 + (4− x)2 = a ⇒ 2x2 − 8x+ 16− a = 0
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Êàñàíèå áóäåò, êîãäà D = 64− 128 + 8a = 8a− 64 = 0 ⇒ a = 8.

Òåïåðü íàéä¼ì a, ïðè êîòîðîì îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó F2(íà ðèñóíêå çåë¼íàÿ îêðóæíîñòü):

(x, y) = (1, 3) ⇒ 1 + 9 = a ⇒ a = 10

Îòâåò: a ∈ (8, 10].
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