
Âàðèàíò I

Çàäà÷à 1.

Âû÷èñëèòü
(

4√
7−

√
3
− 8√

7+
√
3

)
·
√
3.

Ðåøåíèå . (
4√

7−
√
3
− 8√

7 +
√
3

)
·
√
3 = 4

√
3 ·

√
7 +

√
3− 2

(√
7−

√
3
)

4
= 9−

√
21

Îòâåò: 9−
√
21.

Çàäà÷à 2.

Â ïåðâîì êðóãå ñîðåâíîâàíèé ïî ôóòáîëó âñòðåòèëèñü êîìàíäû A, B, C è D. Åñëè êîìàíäà âûèãðûâà-
åò, îíà ïîëó÷àåò 2 î÷êà, â ñëó÷àå íè÷üåé � 1 î÷êî, åñëè ïðîèãðûâàåò � 0 î÷êîâ. Äëÿ âûõîäà âî âòîðîé êðóã
êîìàíäà äîëæíà íàáðàòü íå ìåíåå 5 î÷êîâ. Äëÿ êîìàíäû A íàéòè âåðîÿòíîñòü âûõîäà âî âòîðîé êðóã,
åñëè äëÿ íå¼ â ëþáîé èãðå âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà ðàâíà âåðîÿòíîñòè íè÷üåé, à âåðîÿòíîñòü ïðîèãðûøà
ðàâíà 0.2.

Ðåøåíèå .

Èç ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ⇒ âåðîÿòíîñòü âûèãðàòü = âåðîÿòíîñòü íè÷üåé = 0.4.

Äëÿ âûõîäà âî âòîðîé êðóã êîìàíäà A äîëæíà èìåòü ðåçóëüòàò ëèáî 3-è ïîáåäû, ëèáî 2-å ïîáåäû è
1-à íè÷üÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

p = C3
3 · 0.43 + C2

3 · 0.42 · 0.4 = 0.064 + 0.192 = 0.256

Îòâåò: 0.256.

Çàäà÷à 3.

Ê Íèêîëàþ ïðèøëè äðóçüÿ. Ë¼íÿ ïðèøåë ðàíüøå Ìèøè, Âîëîäÿ � ïîçæå Òîëè, Ìèøà � ðàíüøå Òîëè,
Ñåðãåé ïîçæå Âîëîäè. Â êàêîì ïðîðÿäêå ïðèõîäèëè ãîñòè?

Ðåøåíèå .

Ë¼íÿ ðàíüøå Ìèøè ⇒ Ë → Ì.

Ìèøà ðàíüøå Òîëè ⇒ Ë → Ì → Ò.

Âîëîäÿ ïîçæå Òîëè ⇒ Ë → Ì → Ò → Â.

Ñåðãåé ïîçæå Âîëîäè ⇒ Ë → Ì → Ò → Â → Ñ.

Îòâåò: 1-ûé � Ë¼íÿ, 2-îé � Ìèøà, 3-èé � Òîëÿ, 4-ûé � Âîëîäÿ, 5-ûé � Ñåðãåé.

Çàäà÷à 4.

Â òðåóãîëüíèêå ABC äëèíû ñòîðîí ðàâíû: AB = 10, AC = 12, BC = 15. Íàéòè äëèíó ìåäèàíû ïðî-
âåä¼ííîé ê ñòîðîíå AB.

Ðåøåíèå .
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C B

A

M

Íàéä¼ì êîñèíóñ ∠ABC ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ:

AC2 = AB2 +BC2 − 2 · AB ·BC · cos∠ABC

cos∠ABC =
100 + 225− 144

2 · 10 · 15
=

181

300

Òàê êàê CM � ìåäèàíà, òî MB = 1
2
AB = 5. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ ïîëó÷àåì

CM2 = MB2 +BC2 − 2 ·MB ·BC · cos∠ABC

CM2 = 25 + 225− 2 · 5 · 15 · 181
300

= 159.5 ⇒ CM =
√
159.5

Îòâåò: CM =
√
159.5.

Çàäà÷à 5.

Íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå çàäàííîìó èíòåðâàëó:

sin 2x+ cos 3x = 0, x ∈
(
0,

π

2

)
.

Ðåøåíèå .

Ñïîñîá 1.

sin 2x+ cos 3x = 0 ⇒ sin 2x+ cos 2x cosx− sin 2x sinx = 0 ⇒ cosx
(
2 sinx+ 1− 2 sin2 x− 2 sin2 x

)
= 0 ⇒

⇒ − cosx
(
4 sin2 x− 2 sinx− 1

)
= 0 ⇒

[
cosx = 0

4 sin2 x− 2 sinx− 1 = 0
⇒


x = π

2
+ πn

x = arcsin 1±
√
5

4
+ 2πn

x = π − arcsin 1±
√
5

4
+ 2πn

n ∈ Z

Èç óñëîâèÿ x ∈
(
0, π

2

)
ñëåäóåò, ÷òî x = arcsin 1+

√
5

4
.

Ñïîñîá 2.

Ïóñòü x = π
2
− y, òîãäà

sin (π − 2y) + cos

(
3π

2
− 3y

)
= 0 ⇒ sin 2y − sin 3y = 0 ⇒

[
3y = 2y + 2πn

3y = π − 2y + 2πn
n ∈ Z ⇒

⇒

[
y = 2πn

y = π
5
+ 2π

5
n
n ∈ Z ⇒

[
x = π

2
+ 2πn

x = 3π
10

+ 2π
5
n
n ∈ Z

Èç óñëîâèÿ x ∈
(
0, π

2

)
ñëåäóåò, ÷òî x = 3π

10
.

Îòâåò: x = 3π
10

= arcsin 1+
√
5

4
.

Çàäà÷à 6.

Íàéòè òðè ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêîé âîçðàñòàþùåé ïðîãðåññèè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî èõ ñóììà ðàâíà 30 è,
êðîìå òîãî, åñëè ê íèì ïðèáàâèòü ñîîòâåòñòâåííî 1, 2 è 9, òî ïîëó÷åííûå òðè ÷èñëà îáðàçóþò ãåîìåòðè-
÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.
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Ðåøåíèå .

Èñõîäíûå ÷ëåíû àðèôìåòè÷åñêîé èìåþò âèä a, a+ d è a+ 2d. Òîãäà óñëîâèÿ çàäà÷è ïðèíèìàþò âèä{
a+ a+ d+ a+ 2d = 30
a+d+2
a+1

= a+2d+9
a+d+2

⇒

{
a+ d = 10

a2 + d2 + 4 + 2ad+ 4a+ 4d+ 4 = a2 + 2ad+ 9a+ a+ 2d+ 9
⇒

⇒

{
a = 10− d

d2 + 2d− 6a− 5 = 0
⇒ d2 + 8d− 65 = 0 ⇒

[
d = 5

d = −13

Ò.ê. ïî óñëîâèþ ïðîãðåññèÿ âîçðàñòàþùàÿ, òî d = 5. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 5.

Îòâåò: 5, 10 è 15.

Çàäà÷à 7.

Ðåøèòü óðàâíåíèå log25 x+ (x− 7) log5 x+ 6− x = 0.

Ðåøåíèå .

Èç òåîðåìû Âèåòòà èìååì [
log5 x = 1

log5 x = 6− x
⇒

[
x = 5

log5 x = 6− x

log5 x - ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, 6 − x - ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ⇒ åñëè îíè ïåðå-
ñåêàþòñÿ, òî òîëüêî â îäíîé òî÷êå. Ëåãêî ïîäîáðàòü, ÷òî x = 5.

Îòâåò: x = 5.

Çàäà÷à 8.

Â ïðàâèëüíîé óñå÷åííîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå ñòîðîíû îñíîâàíèé ðàâíû 1 è 3, à áîêîâàÿ ïî-
âåðõíîñòü ðàâíà ïîëîâèíå ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû. Íàéòè îáú¼ì óñå÷¼ííîé ïèðàìèäû.

Ðåøåíèå .

A B

CD

K
L

MN

O1

O2

H

H1

Ïóñòü O1 è O2 - öåíòðû îñíîâàíèé. Ïðîâåä¼ì âûñîòó KH è îòðåçêè AO1 è KO2. Ò.ê. óñå÷¼ííàÿ ïèðà-
ìèäà ïðàâèëüíàÿ, òî ABCD è KLMN - êâàäðàòû. Ñëåäîâàòåëüíî, AO1 =

3√
2
è KO2 =

1√
2
.
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KO2 = HO1, ò.ê. KO2O1H � ïðÿìîóãîëüíèê.

ÏóñòüKH = x. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê∆AHK: AH = AO1−HO1 = AO1−KO2 =
√
2

è AK =
√
AH2 +KH2 =

√
2 + x2.

Ðàññìîòðèì ðàâíîáîêóþ òðàïåöèþ ABLK. Ïðîâåä¼ì âûñîòó KH1. Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-
êà ∆AKH1 ñëåäóåò, ÷òî AH1 = AB−KL

2
= 1 è KH1 =

√
AK2 − AH2

1 =
√
1 + x2. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïëî-

ùàäü òðàïåöèè ðàâíà SABLK = AB+KL
2

KH1 = 2
√
1 + x2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè

Ssides = 4SABLK = 8
√
1 + x2.

Ïëîùàäè îñíîâàíèé SABCD = 9 è SKLMN = 1. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ïëîùàäü áîêîâîé ïî-
âåðõíîñòè ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé îñíîâàíèé, ò.å. 8

√
1 + x2 = 10 ⇒ x = 3

4
.

Îáúåì ïðàâèëüíîé óñå÷¼ííûé ïèðàìèäû ðàâåí V = KH
3

(
SABCD +

√
SABCD · SKLMN + SKLMN

)
= 13

4
.

Îòâåò: 13
4
.

Çàäà÷à 9.

Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |1− |x||sinπx−1 ≤ 1.

Ðåøåíèå .

Ðàññìîòðèì ñòåïåíü f(x) = sinπx− 1. Âèäíî, ÷òî f(x) ∈ [−2, 0], ò.å. ñòåïåíü îòðèöàòåëüíà èëè ðàâíà
íóëþ. Â ñëó÷àè îòðèöàòåëüíîñòè ñòåïåíè îñíîâàíèå äîëæíî áûòü áîëüøå èëè ðàâíî 1 ÷òîáû óäîâëåòâîðÿòü
íåðàâåíñòâó. Ïîëó÷àåì

|1− |x|| ≥ 1 ⇒

[
1− |x| ≥ 1

1− |x| ≤ −1
⇒


x = 0

x ≤ −2

x ≥ 2

Åñëè sin πx− 1 = 0 ⇒ x = 1
2
+ 2n, n ∈ Z, òî îñíîâàíèåì ìîæåò áûòü ëþáîå ÷èñëî, ò.ê. |1− |x||0 = 1.

Îòâåò: x ∈ (−∞,−2] ∪
{
−3

2
, 0, 1

2

}
∪ [2,∞).

Çàäà÷à 10.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå èìååò öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ

log2 (ax
2) + 2

log2 x+ 2
=

− log2 x

log2 a
.

Ðåøåíèå .

Ñðàçó âèäíî, ÷òî a, x > 0, a ̸= 1 è x ̸= 1
4
. Ïðåîáðàçóåì, ñ ó÷¼òîì ðàíåå ñêàçàííîãî, óðàâíåíèå

log2 a+ 2 log2 x+ 2

log2 x+ 2
= − log2 x

log2 a

log22 a+ 2 log2 x log2 a+ 2 log2 a = − log2 x (log2 x+ 2)

log22 x+ log2 x (2 log2 a+ 2) + log22 a+ 2 log2 a = 0[
log2 x = − log2 a

log2 x = − (log2 a+ 2)
⇒

[
x = 1

a

x = 1
4a

4



Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè a = 1
n+1

, n ∈ N ó óðàâíåíèÿ õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå öåëî÷èñëåííîå.

Îòâåò: a = 1
n+1

, n ∈ N.
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Âàðèàíò II

Çàäà÷à 1.

Âû÷èñëèòü
(

1
3−

√
8
− 1

3+
√
8

)
·
√
2
3
.

Ðåøåíèå . (
1

3−
√
8
− 1

3 +
√
8

)
·
√
2

3
=

√
2

3
· 4

√
2

1
=

8

3

Îòâåò: 8
3
.

Çàäà÷à 2.

Â ïåðâîì êðóãå ñîðåâíîâàíèé ïî ôóòáîëó âñòðåòèëèñü êîìàíäû A, B, C è D. Åñëè êîìàíäà âûèãðûâà-
åò, îíà ïîëó÷àåò 2 î÷êà, â ñëó÷àå íè÷üåé � 1 î÷êî, åñëè ïðîèãðûâàåò � 0 î÷êîâ. Äëÿ âûõîäà âî âòîðîé êðóã
êîìàíäà äîëæíà íàáðàòü íå ìåíåå 5 î÷êîâ. Äëÿ êîìàíäû B íàéòè âåðîÿòíîñòü âûõîäà âî âòîðîé êðóã,
åñëè äëÿ íå¼ â ëþáîé èãðå âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïðîèãðûøà, à âåðîÿòíîñòü íè÷üåé
ðàâíà 0.4.

Ðåøåíèå .

Èç ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ⇒ âåðîÿòíîñòü âûèãðàòü = âåðîÿòíîñòü ïðîèãðàòü = 0.3.

Äëÿ âûõîäà âî âòîðîé êðóã êîìàíäà B äîëæíà èìåòü ðåçóëüòàò ëèáî 3-è ïîáåäû, ëèáî 2-å ïîáåäû è
1-à íè÷üÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

p = C3
3 · 0.33 + C2

3 · 0.32 · 0.4 = 0.027 + 0.108 = 0.135

Îòâåò: 0.135.

Çàäà÷à 3.

Íà êîíöåðòå ñòèõè ïðî÷ëè ïåðåä òàíöåì, ôîêóñû ïîêàçûâàëè ïîñëå ÷àñòóøåê, òàíåö èñïîëíÿëè ïåðåä
ïåñíåé, ÷àñòóøêè ïðîïåëè ïîñëå ïåñíè. Â êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîõîäèëè âûñòóïëåíèÿ?

Ðåøåíèå .

Òàíåö èñïîëíÿëè ïåðåä ïåñíåé ⇒ Ò → Ï.

Ñòèõè ïðî÷ëè ïåðåä òàíöåì ⇒ Ñ → Ò → Ï.

×àñòóøêè ïðîïåëè ïîñëå ïåñíè ⇒ Ñ → Ò → Ï → ×.

Ôîêóñû ïîêàçûâàëè ïîñëå ÷àñòóøåê ⇒ Ñ → Ò → Ï → × → Ô.

Îòâåò: 1-îå � ñòèõè, 2-îå � òàíåö, 3-üå � ïåñíÿ, 4-îå � ÷àñòóøêè, 5-îå � ôîêó÷û.

Çàäà÷à 4.

Â òðåóãîëüíèêå ABC äëèíà ñòîðîíû AB ðàâíà 12, à äëèíà ñòîðîíû AC ðàâíà 10, äëèíà ìåäèàíû AM
ðàâíà

√
263
2
. Íàéòè äëèíó ñòîðîíû BC.

Ðåøåíèå .
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A B

C

M

Ïðèìåíèì òåîðåìó êîñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì ∆AMC è ∆AMB ñ
ó÷¼òîì, ÷òî cos∠AMC = − cos∠AMB:

AC2 = CM2 + AM2 + 2 · CM · AM · cos∠AMB

AB2 = BM2 + AM2 − 2 ·BM · AM · cos∠AMB

Òàê êàê AM � ìåäèàíà, òî MB = CM . Ñ ó÷¼òîì ýòîãî, ñëîæèì äâà
ðàâåíñòâà âûøå

AC2 + AB2 = 2CM2 + 2AM2 ⇒ CM2 =
100 + 144

2
− 263

4
=

225

4
⇒ CM =

15

2
⇒ BC = 15

Îòâåò: BC = 15.

Çàäà÷à 5.

Íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå çàäàííîìó èíòåðâàëó:

cos 3x = sin 2x, x ∈
(
5π

12
,
5π

6

)
.

Ðåøåíèå .

Ïóñòü x = π
2
− y, òîãäà

cos

(
3π

2
− 3y

)
= sin (π − 2y) ⇒ − sin 3y = sin 2y ⇒

[
−3y = 2y + 2πn

−3y = π − 2y + 2πn
n ∈ Z ⇒

⇒

[
y = 2π

5
n

y = π + 2πn
n ∈ Z ⇒

[
x = π

2
+ 2π

5
n

x = −π
2
+ 2πn

n ∈ Z

Èç óñëîâèÿ x ∈
(
5π
12
, 5π

6

)
ñëåäóåò, ÷òî x = π

2
.

Îòâåò: x = π
2
.

Çàäà÷à 6.

Åñëè ê ÷åòûð¼ì ÷èñëàì, ñîñòàâëÿþùèõ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ïðèáàâèòü ñîîòâåòñòâåííî 4, 21,
29 è 1, òî ïîëó÷åííûå ÷èñëà ñîñòàâÿò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéòè èñõîäíûå ÷èñëà.

Ðåøåíèå .

Èñõîäíûå ÷ëåíû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè èìåþò âèä b, bq, bq2 è bq3. Òîãäà óñëîâèÿ çàäà÷è ïðèíèìàþò
âèä

(bq + 21)− (b+ 4) = (bq2 + 29)− (bq + 21) = (bq3 + 1)− (bq2 + 29)

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà: bq2 − 2bq + bq − 9 = 0 ⇒ b = 9
(q−1)2

.

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà: bq3 − 2bq2 + bq − 36 = 0 ⇒ bq(q − 1)2 = 36 ⇒ q = 4 ⇒ b = 1.

Îòâåò: 1, 4, 16 è 64.

Çàäà÷à 7.

Ðåøèòü óðàâíåíèå 9x + (x− 5)3x = x− 4.
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Ðåøåíèå .

Ïåðåïèøèì óðàâíåíèå: (3x)2 + (x− 5)3x + 4− x = 0.

Èç òåîðåìû Âèåòòà èìååì [
3x = 1

3x = 4− x
⇒

[
x = 0

3x = 4− x

3x - ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, 4− x - ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ⇒ åñëè îíè ïåðåñåêà-
þòñÿ, òî òîëüêî â îäíîé òî÷êå. Ëåãêî ïîäîáðàòü, ÷òî x = 1.

Îòâåò: x = 0 è x = 1.

Çàäà÷à 8.

Áîêîâîå ðåáðî ïðàâèëüíîé óñå÷¼ííîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû è ñòîðîíà ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ ðàâ-

íû
√
3
√
3− 5. Óãîë ìåæäó áîêîâûì ðåáðîì è ñòîðîíîé áîëüøåãî îñíîâàíèÿ ðàâåí 60◦. Íàéòè ïëîùàäü

ïîëíîé ïîâåðõíîñòè óñå÷¼ííîé ïèðàìèäû.

Ðåøåíèå .

A B

CD

K
L

MN

H1

Ðàññìîòðèì ðàâíîáîêóþ òðàïåöèþ ABLK. Ïðîâåä¼ì âûñîòó KH1. Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

∆AKH1 è ∠KAH1 = 60◦ ñëåäóåò, ÷òî AH1 =
AK
2

=

√
3
√
3−5

2
è KH1 =

√
3
2
AK =

√
3
2

√
3
√
3− 5. Çíà÷èò, AB =

KL + 2AH1 = 2
√

3
√
3− 5. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà SABLK = AB+KL

2
KH1 =

3
√
3

4
(3
√
3− 5).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè Ssides = 4SABLK = 27− 15
√
3.

Ïëîùàäè îñíîâàíèé SABCD = 12
√
3 − 20 è SKLMN = 3

√
3 − 5. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ðàâíà

27− 15
√
3 + 12

√
3− 20 + 3

√
3− 5 = 2.

Îòâåò: 2.

Çàäà÷à 9.

Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |1− |2x||cos 2πx−1 > 1.

Ðåøåíèå .
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Ðàññìîòðèì ñòåïåíü f(x) = cos 2πx − 1. Âèäíî, ÷òî f(x) ∈ [−2, 0], ò.å. ñòåïåíü îòðèöàòåëüíà èëè
ðàâíà íóëþ. Â ñëó÷àè îòðèöàòåëüíîñòè ñòåïåíè îñíîâàíèå äîëæíî áûòü ìåíüøå 1 è áîëüøå 0, ÷òîáû
óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó. Ïîëó÷àåì

0 < |1− |2x|| < 1 ⇒

{
−1 < 1− |2x| < 1

x ̸= ±1
2

⇒

{
0 < |2x| < 2

x ̸= ±1
2

⇒


−1 < x < 0

0 < x < 1

x ̸= ±1
2

Åñëè cos 2πx− 1 = 0 ⇒ x = n, n ∈ Z, òî ðåøåíèé ó íåðàâåíñòâà íåò, ò.ê. |1− |2x||0 = 1.

Îòâåò: x ∈ (−1, 1)/
{
−1

2
, 0, 1

2

}
.

Çàäà÷à 10.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå èìååò öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ

18 log4 a− 12 log4 x− 9

2 log4 x+ 3
=

− log4 x

log4 a
.

Ðåøåíèå .

Ñðàçó âèäíî, ÷òî a, x > 0, a ̸= 1 è x ̸= 1
8
. Ïðåîáðàçóåì, ñ ó÷¼òîì ðàíåå ñêàçàííîãî, óðàâíåíèå

18 log24 a− 12 log4 x log4 a− 9 log4 a = −2 log24 x− 3 log4 x

2 log24 x+ log4 x (−12 log4 a+ 3) + 18 log24 a− 9 log4 a = 0

[
log4 x = 3 log4 a

log4 x = 3 log4 a− 3
2

⇒

[
x = a3

x = a3

8

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè a = 3
√
n+ 1, n ∈ N ó óðàâíåíèÿ õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå öåëî÷èñëåííîå.

Îòâåò: a = 3
√
n+ 1, n ∈ N.
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Âàðèàíò III

Çàäà÷à 1.

Âû÷èñëèòü
(

2√
5−

√
3
− 4√

5+
√
3

)
·
√
3.

Ðåøåíèå . (
2√

5−
√
3
− 4√

5 +
√
3

)
·
√
3 = 2

√
3 · 3

√
3−

√
5

2
= 9−

√
15

Îòâåò: 9−
√
15.

Çàäà÷à 2.

Â ïåðâîì êðóãå ñîðåâíîâàíèé ïî ôóòáîëó âñòðåòèëèñü êîìàíäû A, B, C è D. Åñëè êîìàíäà âûèãðû-
âàåò, îíà ïîëó÷àåò 2 î÷êà, â ñëó÷àå íè÷üåé � 1 î÷êî, åñëè ïðîèãðûâàåò � 0 î÷êîâ. Äëÿ âûõîäà âî âòîðîé
êðóã êîìàíäà äîëæíà íàáðàòü íå ìåíåå 5 î÷êîâ. Äëÿ êîìàíäû C íàéòè âåðîÿòíîñòü âûõîäà âî âòîðîé
êðóã, åñëè äëÿ íå¼ â ëþáîé èãðå âåðîÿòíîñòü ïðîèãðûøà ðàâíà 0.1, à âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà â äâà ðàçà
áîëüøå âåðîÿòíîñòè íè÷üåé.

Ðåøåíèå .

Èç ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ⇒ âåðîÿòíîñòü âûèãðàòü = 0.6 è âåðîÿòíîñòü íè÷üåé = 0.3.

Äëÿ âûõîäà âî âòîðîé êðóã êîìàíäà C äîëæíà èìåòü ðåçóëüòàò ëèáî 3-è ïîáåäû, ëèáî 2-å ïîáåäû è
1-à íè÷üÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

p = C3
3 · 0.63 + C2

3 · 0.62 · 0.3 = 0.216 + 0.324 = 0.54

Îòâåò: 0.54.

Çàäà÷à 3.

Äðóçüÿ ñäàâàëè ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêå. Ìèòÿ ñäàë ýêçàìåí ïîçæå Ñåðãåÿ, Òîëÿ � ðàíüøå Êîñòè, Ìèòÿ
� ðàíüøå Òîëè, Þðà � ïîçæå Êîñòè. Â êàêîì ïîðÿäêå äðóçüÿ ñäàâàëè ýêçàìåí?

Ðåøåíèå .

Ìèòÿ � ðàíüøå Òîëè ⇒ Ì → Ò.

Òîëÿ � ðàíüøå Êîñòè ⇒ Ì → Ò → Ê.

Þðà � ïîçæå Êîñòè⇒ Ì → Ò → Ê → Þ.

Ìèòÿ ñäàë ýêçàìåí ïîçæå Ñåðãåÿ ⇒ Ñ → Ì → Ò → Ê → Þ.

Îòâåò: 1-ûé � Ñåðãåé, 2-îé � Ìèòÿ, 3-èé � Òîëÿ, 4-ûé � Êîñòÿ, 5-ûé � Þðà.

Çàäà÷à 4.

Â òðåóãîëüíèêå ABC äëèíû ñòîðîí ðàâíû: AB = 10, AC = 12, BC = 15. Íàéòè äëèíó ìåäèàíû ïðî-
âåä¼ííîé ê ñòîðîíå BC.

Ðåøåíèå .
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A B

C

M

Íàéä¼ì êîñèíóñ ∠ABC ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ:

AC2 = AB2 +BC2 − 2 · AB ·BC · cos∠ABC

cos∠ABC =
100 + 225− 144

2 · 10 · 15
=

181

300

Òàê êàê AM � ìåäèàíà, òî MB = 1
2
BC = 7.5. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ ïîëó÷àåì

AM2 = MB2 + AB2 − 2 ·MB · AB · cos∠ABC

AM2 = 56.25 + 100− 2 · 10 · 7.5 · 181
300

= 65.75 ⇒ AM =
√
65.75

Îòâåò: AM =
√
65.75.

Çàäà÷à 5.

Íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå çàäàííîìó èíòåðâàëó:

cos 4x = sin 2x, x ∈ (0, 60◦) .

Ðåøåíèå .

Ïóñòü x = π
4
− y, òîãäà

cos (π − 4y) = sin
(π
2
− 2y

)
⇒ cos(π − 4y) = cos 2y ⇒

[
π − 4y = 2y + 2πn

π − 4y = −2y + 2πn
n ∈ Z ⇒

⇒

[
y = π

6
+ π

3
n

y = π
2
+ πn

n ∈ Z ⇒

[
x = π

12
+ π

3
n

x = −π
4
+ πn

n ∈ Z

Èç óñëîâèÿ x ∈ (0, 60◦) ñëåäóåò, ÷òî x = π
12
.

Îòâåò: x = π
12
.

Çàäà÷à 6.

Íàéòè òðè ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêîé óáûâàþùåé ïðîãðåññèè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî èõ ñóììà ðàâíà 60 è,
êðîìå òîãî, åñëè ïåðâîå ÷èñëî îñòàâèòü áåç èçìåíåíèÿ, âòîðîå óìåíüøèòü íà 10, à òðåòüå óìåíüøèòü íà
11, òî íîâûå ÷èñëà îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

Ðåøåíèå .

Èñõîäíûå ÷ëåíû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè èìåþò âèä a, a − d, è a − 2d. Òîãäà óñëîâèÿ çàäà÷è
ïðèíèìàþò âèä[
a+ a− d+ a− 2d = 60

a−d−10
a

= a−2d−11
a−d−10

⇒

[
a− d = 20

a2 + d2 + 100− 2ad+ 20d− 20a = a2 − 2ad− 11a
⇒

[
a = 20 + d

d2 + 20d− 9a+ 100 = 0

Ïîëó÷èì, d2 + 11d− 80 = 0 ⇒

[
d = 5

d = −16
. Ò.ê. ïðîãðåññèÿ óáûâàþùàÿ, òî d = 5 ⇒ a = 25.

Îòâåò: 25, 20 è 15.
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Çàäà÷à 7.

Ðåøèòü óðàâíåíèå log22 x+ (x− 1) log2 x = 6− 2x.

Ðåøåíèå .

Ïåðåïèøèì óðàâíåíèå: log22 x+ (x− 1) log2 x+ 2x− 6 = 0.

Èç òåîðåìû Âèåòòà èìååì [
log2 x = 3− x

log2 x = −2
⇒

[
log2 x = 3− x

x = 1
4

log2 x - ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, 3 − x - ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ⇒ åñëè îíè ïåðå-
ñåêàþòñÿ, òî òîëüêî â îäíîé òî÷êå. Ëåãêî ïîäîáðàòü, ÷òî x = 2.

Îòâåò: x = 1
4
è x = 2.

Çàäà÷à 8.

Âûñîòà ïðàâèëüíîé óñå÷¼ííîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíà 3, à ñòîðîíà áîëüøåãî îñíîâàíèÿ ðàâ-
íà 9

√
2. Áîêîâîå ðåáðî ñîñòàâëÿåò ñ îñíîâàíèåì óãîë 45◦. Íàéòè îáú¼ì óñå÷¼ííîé ïèðàìèäû.

Ðåøåíèå .

A B

CD

K
L

MN

O1

O2

H

Ïóñòü O1 è O2 - öåíòðû îñíîâàíèé. Ïðîâåä¼ì âûñîòó KH è îòðåçêè AO1 è KO2. Ò.ê. óñå÷¼ííàÿ ïèðà-
ìèäà ïðàâèëüíàÿ, òî ABCD è KLMN - êâàäðàòû. Ñëåäîâàòåëüíî, AO1 = 9.

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ∆AKH, ∠KAH = ∠AKH = 45◦. Ñëåäîâàòåëüíî, AH = KH = 3.

Ò.ê. KO2O1H � ïðÿìîóãîëüíèê, òî KO2 = HO1 = AO1 − AH = 6. Ïîëó÷àåì èç êâàäðàòà KLMN
KL =

√
2 ·KO2 = 6

√
2.

Ïëîùàäè îñíîâàíèé SABCD = 162 è SKLMN = 72. Îáú¼ì ïðàâèëüíîé óñå÷¼ííûé ïèðàìèäû ðàâåí
V = KH

3

(
SABCD +

√
SABCD · SKLMN + SKLMN

)
= 162 + 108 + 72 = 342.

Îòâåò: 342.

Çàäà÷à 9.
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Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |1− |x||sinπx−1 > 1.

Ðåøåíèå .

Ðàññìîòðèì ñòåïåíü f(x) = sin πx−1. Âèäíî, ÷òî f(x) ∈ [−2, 0], ò.å. ñòåïåíü îòðèöàòåëüíà èëè ðàâíà íó-
ëþ. Â ñëó÷àè îòðèöàòåëüíîñòè ñòåïåíè îñíîâàíèå äîëæíî áûòü ìåíüøå 1 è áîëüøå 0, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿòü
íåðàâåíñòâó. Ïîëó÷àåì

0 < |1− |x|| < 1 ⇒

{
−1 < 1− |x| < 1

1− |x| ≠ 0
⇒

{
0 < |x| < 2

x ̸= ±1
⇒


−2 < x < 0

0 < x < 2

x ̸= ±1

Åñëè sin πx− 1 = 0 ⇒ x = 1
2
+ 2n, n ∈ Z, òî ðåøåíèé ó íåðàâåíñòâà íåò, ò.ê. |1− |x||0 = 1.

Îòâåò: x ∈ (−2, 2)/
{
−3

2
,−1, 0, 1

2
, 1
}
.

Çàäà÷à 10.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå èìååò öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ

log5 a− log5 x− 1

log5 x+ 2
= − log5 x

4 log5 a
.

Ðåøåíèå .

Ñðàçó âèäíî, ÷òî a, x > 0, a ̸= 1 è x ̸= 1
25
. Ïðåîáðàçóåì, ñ ó÷¼òîì ðàíåå ñêàçàííîãî, óðàâíåíèå

4 log25 a− 4 log5 x log5 a− 4 log5 a = − log25 x− 2 log5 x

log25 x+ log5 x (−4 log5 a+ 2) + 4 log25 a− 4 log5 a = 0

[
log5 x = 2 log5 a

log5 x = 2 log5 a− 2
⇒

[
x = a2

x = a2

25

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè a =
√
n+ 1, n ∈ N ó óðàâíåíèÿ õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå öåëî÷èñëåííîå.

Îòâåò: a =
√
n+ 1, n ∈ N.
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Âàðèàíò IV

Çàäà÷à 1.

Âû÷èñëèòü
(

1
2−

√
3
− 1

2+
√
3

)
·
√
3

10
.

Ðåøåíèå . (
1

2−
√
3
− 1

2 +
√
3

)
·
√
3

10
=

2
√
3

1
·
√
3

10
=

3

5

Îòâåò: 3
5
.

Çàäà÷à 2.

Â ïåðâîì êðóãå ñîðåâíîâàíèé ïî ôóòáîëó âñòðåòèëèñü êîìàíäû A, B, C è D. Åñëè êîìàíäà âûèãðûâà-
åò, îíà ïîëó÷àåò 2 î÷êà, â ñëó÷àå íè÷üåé � 1 î÷êî, åñëè ïðîèãðûâàåò � 0 î÷êîâ. Äëÿ âûõîäà âî âòîðîé êðóã
êîìàíäà äîëæíà íàáðàòü íå ìåíåå 5 î÷êîâ. Äëÿ êîìàíäû D íàéòè âåðîÿòíîñòü âûõîäà âî âòîðîé êðóã,
åñëè äëÿ íå¼ â ëþáîé èãðå âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà ðàâíà 0.6, à âåðîÿòíîñòü ïðîèãðûøà ðàâíà âåðîÿòíîñòè
íè÷üåé.

Ðåøåíèå .

Èç ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ⇒ âåðîÿòíîñòü ïðîèãðûøà = âåðîÿòíîñòü íè÷üåé = 0.2.

Äëÿ âûõîäà âî âòîðîé êðóã êîìàíäà D äîëæíà èìåòü ðåçóëüòàò ëèáî 3-è ïîáåäû, ëèáî 2-å ïîáåäû è
1-à íè÷üÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

p = C3
3 · 0.63 + C2

3 · 0.62 · 0.2 = 0.216 + 0.216 = 0.432

Îòâåò: 0.432.

Çàäà÷à 3.

Íà îëèìïèàäå ïî ìàòåìàòèêå ó÷àñòâîâàëè äðóçüÿ è íàáðàëè ðàçíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ. Ñåðãåé áîëüøå
Âèêòîðà, Àíàòîëèé ìåíüøå Òèìîôåÿ, Âèêòîð áîëüøå Ìèõàèëà, Ìèõàèë áîëüøå Òèìîôåÿ. Óêàæèòå â
îòâåòå ïîðÿäîê äðóçåé â çàâèñèìîñòè îò íàáðàííûõ áàëëîâ (îò áîëüøåãî ÷èñëà áàëëîâ ê ìåíüøåìó).

Ðåøåíèå .

Àíàòîëèé ìåíüøå Òèìîôåÿ ⇒ À → Ò.

Ìèõàèë áîëüøå Òèìîôåÿ ⇒ À → Ò → Ì.

Âèêòîð áîëüøå Ìèõàèëà ⇒ À → Ò → Ì → Â.

Ñåðãåé áîëüøå Âèêòîðà ⇒ À → Ò → Ì → Â → Ñ.

Îòâåò: 1-ûé � Ñåðãåé, 2-îé � Âèêòîð, 3-èé � Ìèõàèë, 4-ûé � Òèìîôåé, 5-ûé � Àíàòîëèé.

Çàäà÷à 4.

Â òðåóãîëüíèêå ABC äëèíà ñòîðîíû AB ðàâíà 15, à äëèíà ñòîðîíû AC ðàâíà 10, äëèíà ìåäèàíû AM
ðàâíà

√
506
2
. Íàéòè äëèíó ñòîðîíû BC.

Ðåøåíèå .
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A B

C

M

Ïðèìåíèì òåîðåìó êîñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì ∆AMC è ∆AMB ñ
ó÷¼òîì, ÷òî cos∠AMC = − cos∠AMB:

AC2 = CM2 + AM2 + 2 · CM · AM · cos∠AMB

AB2 = BM2 + AM2 − 2 ·BM · AM · cos∠AMB

Òàê êàê AM � ìåäèàíà, òî MB = CM . Ñ ó÷¼òîì ýòîãî, ñëîæèì äâà
ðàâåíñòâà âûøå

AC2 + AB2 = 2CM2 + 2AM2 ⇒ CM2 =
100 + 225

2
− 506

4
= 36 ⇒ CM = 6 ⇒ BC = 12

Îòâåò: BC = 12.

Çàäà÷à 5.

Íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå çàäàííîìó èíòåðâàëó:

sin 6x = cos 4x, x ∈ (40◦, 90◦) .

Ðåøåíèå .

Ïóñòü x = π
4
− y, òîãäà

sin

(
3π

2
− 6y

)
= cos (π − 4y) ⇒ cos 6y = cos 4y ⇒

[
6y = 4y + 2πn

6y = −4y + 2πn
n ∈ Z ⇒

⇒

[
y = πn

y = π
5
n
n ∈ Z ⇒

[
x = π

4
+ πn

x = π
4
+ π

5
n
n ∈ Z

Èç óñëîâèÿ x ∈ (40◦, 90◦) ñëåäóåò, ÷òî x = π
4
.

Îòâåò: x = π
4
.

Çàäà÷à 6.

Íàéòè ÷åòûðå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà, èç êîòîðûõ ïåðâûå òðè ñîñòàâëÿþò âîçðàñòàþùóþ àðèôìåòè÷å-
ñêóþ ïðîãðåññèþ, à ïîñëåäíèå òðè � ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, åñëè ñóììà ïåðâûõ òð¼õ ÷èñåë ðàâíà
12, à ñóììà ïîñëåäíèõ òð¼õ ðàâíà 19.

Ðåøåíèå .

Ïåðâûå òðè èìåþò âèä a, a+ d, è a+ 2d. Òîãäà èç óñëîâèÿ çàäà÷è a+ a+ d+ a+ 2d = 12 ⇒ a+ d = 4.
Ò.å. âòîðîå ÷èñëî ðàâíî 4.

Ïîñëåäíèå òðè ÷èñëà èìåþò âèä 4, 4q è 4q2. Òîãäà èç óñëîâèÿ çàäà÷è 4+4q+4q2 = 19 ⇒ 4q2+4q−15 = 0.
Ïîëó÷àåì, ÷òî q = −2.5 èëè q = 1.5. Ò.ê. ïðîãðåññèÿ âîçðàñòàåò, òî q = 1.5.

Â èòîãå èìååì, ïîñëåäèå òðè ÷èñëà 4, 6 è 9. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîå ÷èñëî 2.

Îòâåò: 2, 4, 6 è 9.

Çàäà÷à 7.

Ðåøèòü óðàâíåíèå 4x + (x− 4)2x = x− 3.
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Ðåøåíèå .

Ïåðåïèøèì óðàâíåíèå: (2x)2 + (x− 4)2x − x+ 3 = 0.

Èç òåîðåìû Âèåòòà èìååì [
2x = 3− x

2x = 1
⇒

[
2x = 3− x

x = 0

2x - ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, 3− x - ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ⇒ åñëè îíè ïåðåñåêà-
þòñÿ, òî òîëüêî â îäíîé òî÷êå. Ëåãêî ïîäîáðàòü, ÷òî x = 1.

Îòâåò: x = 0 è x = 1.

Çàäà÷à 8.

Â ïðàâèëüíîé óñå÷¼ííîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå áîêîâîå ðåáðî ðàâíî 2, ñòîðîíà áîëüøåãî îñíî-
âàíèÿ ðàâíà 3, à âûñîòà ïèðàìèäû ðàâíà

√
2. Íàéòè ïëîùàäü äèàãîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ óñå÷¼ííîé ïèðàìèäû.

Ðåøåíèå .

A B

CD

K
L

MN

O1

O2

H

Ïóñòü O1 è O2 - öåíòðû îñíîâàíèé. Ïðîâåä¼ì âûñîòó KH è îòðåçêè AO1 è KO2. Ò.ê. óñå÷¼ííàÿ ïèðà-
ìèäà ïðàâèëüíàÿ, òî ABCD è KLMN - êâàäðàòû. Ñëåäîâàòåëüíî, AO1 =

3√
2
⇒ AC = 3

√
2.

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ∆AKH, AH =
√
AK2 −KH2 =

√
2.

Ò.ê. KO2O1H � ïðÿìîóãîëüíèê, òî KO2 = HO1 = AO1 − AH = 1√
2
⇒ KM =

√
2.

Èíòåðåñóþùåå íàñ ñå÷åíèå - ýòî ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ ACMK. Å¼ ïëîùàäü ðàâíà KM+AC
2

·KH = 4.

Îòâåò: 4.

Çàäà÷à 9.

Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |1− |2x||cos 2πx−1 ≤ 1.

Ðåøåíèå .
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Ðàññìîòðèì ñòåïåíü f(x) = cos 2πx− 1. Âèäíî, ÷òî f(x) ∈ [−2, 0], ò.å. ñòåïåíü îòðèöàòåëüíà èëè ðàâíà
íóëþ. Â ñëó÷àè îòðèöàòåëüíîñòè ñòåïåíè îñíîâàíèå äîëæíî áûòü áîëüøå èëè ðàâíî 1, ÷òîáû óäîâëåòâî-
ðÿòü íåðàâåíñòâó. Ïîëó÷àåì

|1− |2x|| ≥ 1 ⇒

{
1− |2x| ≥ 1

1− |2x| ≤ −1
⇒


x = 0

x ≤ −1

x ≥ 1

Åñëè cos 2πx− 1 = 0 ⇒ x = n, n ∈ Z, òî íåðàâåíñòâî óäîâëåòâîðåíî, ò.ê. |1− |2x||0 = 1.

Îòâåò: x ∈ (−∞,−1] ∪ {0} ∪ [1,∞).

Çàäà÷à 10.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå èìååò öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ

4 log3 a− 2 log3 x+ 3 =
3 log3 x− log23 x

4 log3 a
.

Ðåøåíèå .

Ñðàçó âèäíî, ÷òî a, x > 0, a ̸= 1. Ïðåîáðàçóåì, ñ ó÷¼òîì ðàíåå ñêàçàííîãî, óðàâíåíèå

16 log23 a− 8 log3 x log3 a+ 12 log3 a = 3 log3 x− log23 x.

log23 x+ log3 x(−8 log3 a− 3) + 16 log23 a+ 12 log3 a = 0

[
log3 x = 4 log3 a

log3 x = 4 log3 a+ 3
⇒

[
x = a4

x = 27a4

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè a = 4
√
n+ 1, n ∈ N è a ∈

{
1
4√3
, 1√

3
, 1

4√27

}
ó óðàâíåíèÿ õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå

öåëî÷èñëåííîå.

Îòâåò: a = 4
√
n+ 1, n ∈ N è a ∈

{
1
4√3
, 1√

3
, 1

4√27

}
.
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