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ВАРИАНТЫ РАСЧЕТНОГО ЗАДАНИЯ 

ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ПО ТЕМЕ 

«ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ» 

 

ВАРИАНТ 1 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

2 ln( )z x y x y     . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

ln
x

z tg
y

 . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 2z x y     в точке 0 (3; 1;10)M  . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 2 2z x y xy x y     . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

вектора, составляющею с осями координат углы  , ,   . 

 )ln( 2)1(2 yexu zy   , 0( 2; 1;1)M   , 090     . 

 

 

ВАРИАНТ 2 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

ln( 1)z x y  . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

2y
z arctg

x
 . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 8 5 0x xy x z      в точке 0(2; 3;1)M  . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 24 4 3 8 3 3z xy x y x y      . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

вектора, составляющею с осями координат углы  , ,   . 

)arctg( 2xyzu  ,  0( 1; 2; 1)M   , 
060  , 

045  , 
090  . 

 

 



 

 

 

 

ВАРИАНТ 3 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

 ln ( 1)( 1)z x y   . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции  

x

y

exz  . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

2 3xe y xz    в точке 0(2; 1;0)M . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 24( )z x y x y    . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

вектора, составляющею с осями координат углы  , ,   .  

yzx eexu 22

 ,  0( 1; 1;2)M  , 090  , 
1

cos
3

  .  

 

 

ВАРИАНТ 4 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 
2 2arcsin( 2) 16z x x y     . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

sin( )z x x y  . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности z xy     

в точке 0( 2; 2; 4)M   . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 2 9 6 20z x xy y x y      . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

вектора, составляющею с осями координат углы  , ,   .  

222 yxzu  , 0(3; 4; 1)M  , 
1

cos
5

  ,cos 2cos  , 
090  . 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

ВАРИАНТ 5 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

2 2

ln

9

x
Z

x y


 

. 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

arcsin
y x

z
y


 . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 22z x y   в точке 0(1;- 1;3)M . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 22 3 2 10z xy x y    . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

вектора, составляющею с осями координат углы  , ,   .  

yzxu 2sin)2sin(  ,  0( ; ; )
3 4 3

M
  

 , 060   , 090   

 

 

 

ВАРИАНТ 6 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

1 arccosz x y   . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

2

4

x

yz  . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 2

2

x y
z


  в точке 0(3; 1;4)M . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 2 4 9z x xy y x y     . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

вектора, составляющею с осями координат углы  , ,   .  

)ln( 2)1(2 zeyu yx  

, 0(2; 1; 2),M 
 

3
cos

10
  , cos 3cos  , 

090   

 

 



 

 

 

 

ВАРИАНТ 7 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

ln( )x y
z

y x





. 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

sin
x

z y
y

 
  

 
. 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

y
z arctg

x
  в точке 0(1; 1; )

4
M


. 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 2 1z x xy y x y      . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора.     

z

x

eyu

2

 , 0( 1; 2;1)M   по направлению вектора  2;-2;1a 


. 

 

 

 

ВАРИАНТ 8 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

( 1)ln( 2)z x y   . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

arcsin
y

z
x

 . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
4 2x yz e       в точке 0(2; 3;1)M  . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 2 6 9z x xy y x y     . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора.  

z
yxu

1
)2arcctg(  , 0(3; 2;2)M   по направлению вектора 0M M , если 

(4; 0;0)M . 

 



 

 

ВАРИАНТ 9 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

( 3 ln(3 )z x y x y      . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

2
ln

x
z arctg

y
 . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 2z x y     в точке 0(2; 3;1)M  . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 24 4z x y x y    . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора.  

)22ln( 2 zyxu   , 0 (1; 1;4)M   по направлению вектора  3;6;-6a 


. 

 

 

 

ВАРИАНТ 10 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

ln( 1)z x x y   . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

2

y
z arctg

x
 . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 8 0x xy x z     в точке 0(2; 3; 4)M   . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 22 2 4 3 3z xy x y x y      . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора.  
)4( 222 zyxexu  , 0(3; 2;5)M   по направлению вектора 0M M , если (5; 1;3).M   

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

ВАРИАНТ 11 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

 ln (2 1)( 3)z x y   . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

23(sin ) yz x . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

2 3xe y xz    в точке 0(0; 1;0)M . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 24( )z x y x y    . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора.  

zeu yx 2)2cos( cos  , 0( ; ; )
4 4

M
 

  по направлению вектора, противоположного 

вектору )2;2;2( a . 

 

 

 

 

ВАРИАНТ 12 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 
2ln( )

2

y x
z

x





. 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

cos(3 )z x x y  . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 2z xy  

в точке 0( 2; 2; 8)M   . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 2 2z x xy y x y     . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора.  

)32ln(cos 2 zyxu   , 0( ; 2; 1)
4

M


   по направлению вектора ( )a b


, если 

)1;3;5( a , )1;3;1( b . 

 

 

 



 

 

 

ВАРИАНТ 13 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

2 2

ln( 2)

4

x
z

x y




 
. 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

arcsin
y x

z
y


 . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 22z x y   в точке 0( 1; 1;3)M  . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 32 4z xy x y   . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора.  

2

3

2 )arctg(
y

z
zxu  , 0( 1; 2;1)M   по направлению вектора ( )a b


, если 

)4;2;3(a , )2;0;2(b . 

 

 

 

ВАРИАНТ 14 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

2 1 arccos( 2)z x y    . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

2

4

x

yz   
3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

2 2

2

x y
z


  в точке 0( 3; 1;4)M   . 

4. Исследовать на экстремум функцию 2z xy x y   . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

вектора, составляющею с осями координат углы  , ,   .  

)2ln( )1(2 xezu yx   , 0( 1; 1; 2)M   , 
090     . 

 

 



 

 

 

ВАРИАНТ 15 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

ln( )

1

x y
z

y x




 
. 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

sin
x

z y
y

 
  

 
. 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

y
z arctg

x
  в точке 0(1; 1; )

4
M


. 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 22 3 7z x y x y    . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора, составляющею с осями координат углы  , ,   .  

 )arctg( 2xyzu  , 0(2; -3;1)M , 
045  , 0120  , 090  . 

 

 

 

 

ВАРИАНТ 16 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

)yln()xy(Z 41  . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

arccos
y

z
x

 . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
4 2x yz e    в точке 0(2; 3;1)M  . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 21 2 6z x y x y     . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора, составляющею с осями координат углы  , ,   .  

yzxy eyeu 22

 , 0(2; -1;1)M , 
090   , 

1
cos

3
  . 

 

 

 



 

 

 

ВАРИАНТ 17 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 
2 2ln( 4) 3 1z x y y x      . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

3( ) 1z arctg x y x y   . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

2 22 3z x y   в точке 0

1
(1; 2; )

2
M   . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 22 4 2 3 1z x y xy x y      . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора, составляющею с осями координат углы  , ,   .  

222 zyxu  , 0( 1; 3; 4),M    
1

cos
5

  ,
1

cos cos
2

  , 
090  . 

 

 

 

ВАРИАНТ 18 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 
2 2 2 24 16z x y x y      . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

2
2

3xyx
z e y

y
   . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 2 3 4x y z    в точке 0( 1; 2;2)M  . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2

24 2 3 8
2

x
z y xy x     . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора, составляющею с осями координат углы  , ,   .  

zyxu 2sin)2cos(  , 0

3
( ; ; ),

4 4
M

 
  

060   , 
090  . 

 

 

 



 

 

 

ВАРИАНТ 19 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 
2 24 2z x y y x     . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

cos(2 )
x

z y x y
y

    . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
3 2 2 10x y y z z    в точке 0(2; 1; 1)M  . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 23 2 2 3 8z x y xy x y      . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора, составляющею с осями координат углы  , ,   .  

z

y
eeu yx

2

2 )ln(  , 0

1
( ; 1; 2),
2

M   cos 3cos  , 
3

cos
10

   , 
090  . 

 

 

 

ВАРИАНТ 20 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 
2 ln( 3)z y x y    . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

2 ln(2 )z x x y   . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 2 22 5 0x y y z x z     в точке 0(1; 2;1)M . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2

22 3 6 7
2

x
z xy y x y      . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора.  
yxezu

2

  , 0 ( 1; 2; 2)M   по направлению вектора )2;1;2( a . 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

ВАРИАНТ 21 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

2 2 1
ln(9 )

2 1
z x y

x
   


. 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

2 2
sin( )

y
z y x y

x
    . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 2 22 2x xy yz    в точке 0(1; -2;1)M . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 22 4 6 2 1z xy x y x y      . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора.  

x
zyu

1
)2arctg(    0(2; 3;1)M   по направлению вектора 0M M , если 

(6; 1; 1)M  . 

 

 

 

ВАРИАНТ 22 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

2 1 2z y x x     . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

22 lnx yz y e y x  . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 2 22 3 6x y z    в точке 0 (2; 1;1)M  . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 22 3 2 1z x y xy x y      . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора.  

)22ln( 2 zyxu  ,  0 ( 1; 4; 1)M    по направлению вектора  )2,0;2,0;1,0( a . 

 

 

 

 



 

 

 

 

ВАРИАНТ 23 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

2 2arccos ln( 16)
3

x
z x y    . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

3
2 22

x
z x y

y
   . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 23 2z x y   в точке 0(2; 2;4)M  . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2

22 5 2 10
2

y
z x xy x y      . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора. 
)4( 222 zyxeyu  , 0(2; 3; 5)M   по направлению вектора 0M M , если (4; 2; 3)M  . 

 

 

 

ВАРИАНТ 24 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 
2 4ln( ) 2z x y y    . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

2 3

2

1
( 1) y

y
z x y e

x
    . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2

2 2 1 0
2

x
y z     в точке 0(2; 1; 2)M   . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 2( 1) ( 2) 6z x y xy x      . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора.  

)2sin( zyeu   , 0( ; ; )
6 2

M
 

  по направлению вектора, противоположного вектору 

)4;2;4( a . 

 



 

 

 

ВАРИАНТ 25 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 

arccos ln( 2 )
2

y
z y x   . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

2

3 1
ln( 2 )

y

z x y
x

 
    

 
. 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 2z x y xy    в точке 0(3; 4; 7)M  . 

4. Исследовать на экстремум функцию 
2 22 2 4 3 3z xy x y x y      . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора.  

)2sinln( 32 zyxu  , 0( 2; 1; )
2

M


    по направлению вектора ( )a b


, если 

)2;1;7( a , )4;2;1( b . 

 

 

 

ВАРИАНТ 26 

1. Найти область определения функции с геометрической иллюстрацией 
2 2ln(1 ) 2 1z x y y     . 

2. Найти частные производные 
z

x




, 

z

y




 и полный дифференциал dz функции 

3
2 2 22xy xy

z e x y
x

    . 

3. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 24 2 0z y x    в точке 0(2; 1;4)M . 

4. Исследовать на экстремум функцию ( 2 )(2 1)z x y x y    . 

5. Найти ugrad  в точке 0M  и производную  
u

e




 в точке 0M  по направлению 

данного вектора.  

2

3

2 )arctg(
z

x
zyu   , 0 (2; 1;1)M   по направлению вектора ( )a b


, если 

)3;2;5(a , )1;3;7(b . 

 



Теоретические вопросы: 
 

 

 

1. Определение функции 2-х переменных, область определения, график. 

2. Предел функции 2-х переменных в точке (определение). 

3. Частные приращения функции ),( yxfz  , частные производные 

(определение и геометрический смысл. 

4. Полное приращение функции ),( yxfz  . Два определения функции, 

непрерывной в точке. 

5. Определение дифференцируемой функции ),( yxfz   в точке и еѐ свойства 

(с доказательством). Достаточное условие дифференцируемости 

(формулировка). 

6. Касательная плоскость и нормаль к поверхности (определение). Уравнение 

касательной плоскости и нормали к поверхности, заданной неявно 

0),,( zyxF  и заданной явно ),( yxfz  , в точке ),,(
0000

zyxM . Теорема о 

существовании касательной плоскости (доказательство по усмотрению 

лектора). 

7. Полный дифференциал (определение, форма, геометрический смысл). 

8. Частные производные высших порядков. Теорема о равенстве смешанных 

частных производных (формулировка). 

9. Определение точки максимума и минимума функции ),( yxfz  . 

10. Необходимый признак экстремума функции ),( yxfz   (с доказательством). 

Достаточный признак экстремума (формулировка). 

11. Определение производной функции ),,( zyxuu   по заданному направлению 

в данной точке. Формула для вычисления (без вывода). 

12. Градиент функции ),,( zyxuu  (определение). Связь градиента с 

производной по направлению, свойства градиента. 

 


