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Векторная алгебра 

Предлагаемый электронный вариант учебного пособия подготовлен на ос-

нове книги М.Л. Кагана и М.В. Самохина «Математика в инженерном вузе. Ал-

гебра и геометрия» (М. Стройиздат 2003 и последующие переиздания). Для 

удобства пользования электронными и бумажными вариантами сохранена ну-

мерация разделов и задач. 

1.1. СКАЛЯРНЫЕ И ВЕКТОРНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

При изучении различных разделов естествознания и технических дисци-

плин встречаются величины, которые полностью определяются заданием их 

числовых значений. Такие величины называются скалярными. Примерами 

могут служить: время, температура, масса, площадь и т. д. Однако развитие 

науки, особенно физики, потребовало введения величин, которые, кроме чис-

ленного значения, характеризуются также направлением в пространстве. 

Такие величины будем называть векторными. Примерами служат силы, ско-

рости и ускорения точек движущегося тела и т. д. Основы векторного исчисле-

ния были заложены в середине XIX века У.Р. Гамильтоном, а настоящий свой 

вид оно приобрело благодаря работам Д.У. Гиббса - американского физика и 

математика. 

Векторную величину (в дальнейшем для краткости будем говорить вектор) 

принято изображать в пространстве отрезком, если условиться о единице мас-

штаба, у которого одна точка, например А, принимается за начало (рис.1.1), а 

вторая - В - за конец. Такой отрезок будем называть ориентированным, или 

направленным, и обозначать AB  или a . 

Длина вектора a AB  называется его модулем и обозначается  

a AB . 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.1 Рис. 1.2 

Если начало и конец вектора совпадают, то он называется нулевым и 

обозначается 0 . Модуль нулевого вектора равен 0, то есть 0 0 , а его 

направление не определено. Последним мы иногда будем пользоваться, считая, 

что 0   имеет любое (нужное нам в данном случае) направление. 

Два вектора  a  и b  называются коллинеарными, если они расположе-

ны на одной или параллельных прямых (рис. 1.2). В этом случае будем ис-

пользовать запись  a b|| .  
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Следствие: нулевой вектор 0  коллинеарен любому вектору  a . 

Перейдём к определению операций над векторами. 

Два вектора называются равными, если они имеют равные модули, 

коллинеарны и направлены в одну сторону  a b . 

Из этого определения следует, что вектор a  можно переносить парал-

лельно самому себе, помещая его начало в любую точку пространства. Такие 

векторы принято называть свободными. В курсе теоретической механики пока-

зано, что свободным вектором является момент пары сил, действующих на аб-

солютно твёрдое тело. 

Если два вектора имеют равные модули, коллинеарны, но направлены в 

разные стороны, то они называются противоположными. Вектор, противо-

положный  a , обозначим   a .  

Пример 1.1. Рассмотрим квадрат (рис. 1.3), стороны которого - векторы a , 

b  , c  , d .Согласно введённым определениям  a c  ,  b d .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.3  Рис. 1.4 

Пример 1.2. Рассмотрим диск радиусом  r , вращающийся с угловой ско-

ростью    вокруг оси, проходящей через точку О. Скорости точек  М1, М2 , М3 

(рис. 1.4) V V V1 2 3   , хотя модули этих векторов равны    r  . 

Если несколько векторов  a , b ,..., c  параллельны некоторой плоско-

сти, они называются компланарными. Очевидно, любые два вектора ком-

планарны, поскольку всегда найдётся плоскость  Q , параллельная прямым, на 

которых расположены рассматриваемые векторы (рис. 1.5). 
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Рассмотрим два произвольных вектора  a  и  b  и из произвольной точки 

пространства  О , как из начала, построим вектор OA a  , а затем из точки А, 

как из начала, построим вектор  AB b  (рис. 1.6). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.6  Рис. 1.7 

Вектор OB , соединяющий начало первого слагаемого вектора с концом 

второго, называется суммой этих векторов и обозначается a b . 

Нетрудно заметить, что вектор a b  можно построить другим способом, 

воспользовавшись правилом параллелограмма (рис. 1.7). Отсюда, в частности, 

следует, что сумма двух векторов обладает переместительным свойс-твом: 

a b b a   . 

Определение суммы можно обобщить на любое число слагаемых. Найдём, 

например, сумму трёх векторов  a , b  , c (рис. 1.8). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.8 

Из очевидных построений вытекает справедливость сочетательного свой-

ства для операции сложения векторов:  ( ) ( )a b c a b c     . 

Построенная фигура ОАВС называется векторным многоугольником. Если 

начало первого слагаемого вектора совпадает с концом последнего, то вектор-

ный многоугольник называется замкнутым. Сумма векторов в этом случае рав-

на нуль-вектору. 

Рассмотрим два произвольных вектора a , b  и из некоторой точки О по-

строим векторы OA a  и  OB b  (рис. 1.9). Соединив концы векторов b  и 

a , получим вектор BA . Очевидно, что OB BA OA   . Естественно 

назвать вектор BA  разностью векторов a  и  b . Итак, разностью векто-

ров a  и  b называется вектор c a b  , сумма которого с вектором b да-

ёт вектор a . 
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Нетрудно заметить, что если из общей точки построить параллелограмм 

на векторах  a  и  b как на сторонах, то одна из диагоналей равна сумме векто-

ров, а вторая - их разности (рис. 1.10). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.9 Рис. 1.10 

Рассмотрим произвольный вектор a и любое число  R . Произведени-

ем вектора  a  на число   называется вектор b a  , коллинеарный a , 

равный по модулю b a   и направленный в ту же сторону, что и век-

тор a , если  0 , и в противоположную, если   0 . 

Пример 1.3. На рис 1.11 изображены векторы a , 0 5, a  и   a . Вектор 

0 5, a  направлен в ту же сторону, что и a , а по модулю в два раза меньше. 

Вектор  a , противоположный a , можно рассматривать как результат умно-

жения a  на -1 :    a a1 . 

Из определения операции умножения вектора на число следует, что, если 

b a  , то векторы a  и  b  коллинеарны. Верно и обратное: из коллинеар-

ности векторов a  и b следует, что b a  , где    - число, равное отноше-

нию модулей векторов b к a (если a  0 ),   0  , если векторы направлены в 

одну сторону, и   0  - в противоположном случае. Таким образом, для кол-

линеарности двух векторов a  (a  0 )  и  b необходимо и достаточно, 

чтобы выполнялось условие b a  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.11 Рис. 1.12 

Легко убедиться, что операция умножения вектора на число обладает рас-

пределительным свойством по отношению к векторному и скалярному множи-
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телям, а также сочетательным свойством по отношению к скалярному множи-

телю: 

 

 

 

   

  

   

   

     

     

    

a b a b

a a a

a a

,

,

.

1 2 1 2

1 2 1 2

 (1.1) 

Так, например, первое свойство (1.1) для   0  следует из того, что при изме-

нении сторон параллелограмма в   раз его диагональ также меняется в   раз 

(рис. 1.12). 

Введём несколько необходимых в дальнейшем понятий. 

Единичным назовём вектор, модуль которого равен единице, и обозна-

чим его индексом  
0
  вверху (рис. 1.13). Если дан ненулевой вектор 

 a , то еди-

ничный вектор того же направления равен 

a
a
a0 1

  .  (1.2) 

Действительно, вектор a
0

коллинеарен вектору a , направлен в ту же сторону, 

поскольку   
1

0
a , и по модулю равен  

1 1
1

a
a

a
a    . 

Из (1.2) следует, что любой вектор a  равен произведению единичного 

вектора того же направления на модуль рассматриваемого вектора  a a a 0
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.13  Рис. 1.14 

Углом между векторами a  и b называется наименьший угол , на 

который надо повернуть один из векторов до его совпадения по направле-

нию со вторым. Очевидно, 0    . 

Под углом между вектором a  и осью l  будем понимать угол между век-

тором a  и единичным вектором  l
0

(его назовём ортом оси), совпадающим по 

направлению с осью l  (рис. 1.14). 
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1.2. ПРОЕКЦИЯ ВЕКТОРА НА ОСЬ. 

СОСТАВЛЯЮЩАЯ ВЕКТОРА ПО ОСИ. 

Пусть l  - некоторая ось, a AB  - произвольно расположенный в про-

странстве вектор. Обозначим  А1  и  В1 соответственно проекции точек  А  и  В 

на ось l  и пусть  x1  и  x2 - их координаты (рис. 1.15).  

Проекцией вектора a  на ось l  называется разность координат конца 

и начала вектора  AB на эту ось: 

П a x xlр . 2 1  

Если вектор a  образует с осью острый угол, то x2  > x1 и, следовательно, 

проекция положительна, если угол тупой - отрицательна. Если вектор перпен-

дикулярен оси  l , то x2  = x1 и его проекция на ось равна нулю . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.15 

Свойства проекций 

1. Проекция вектора на ось равна произведению модуля вектора на коси-

нус угла между вектором и осью. Действительно, (x2  - x1) - проекция вектора 

a  на ось не изменится при его параллельном переносе, поэтому можно счи-

тать, что начало вектора совпадает с точкой отсчёта 0. Тогда  x1 = 0 , а x2  = x  и 

П a x x x xlр     2 1 0 , где  x - координата проекции конца вектора a  

на ось l  (рис. 1.16). Так как x a cos , то 

П a alр cos .    (1.3) 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.16 Рис. 1.17 

2. Проекция суммы двух векторов на ось равна сумме проекций слагае-

мых векторов на эту ось. Пусть c a b  , где AB a , BC b  и AC c , 
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а  А1 , В1 , С1  - проекции точек А , В , С  на ось l  и  x1, x2 , x3  - их координаты 

(рис. 1.17). Тогда 

П AC x x x x x x П AB П BCl l lр р р ,       3 1 3 2 2 1  

то есть  

П a b П a П bl l lр ( ) р р .    (1.4) 

Это свойство проекций легко обобщить на любое конечное число слагаемых:  

П a П al i

i

n

l i

i

n

р р .
 

 
1 1

 

3. При умножении вектора a  на число  его проекция на ось также 

умножается на это число : 

П a П al lр ( ) р .     (1.5) 

Действительно, если вектор a  составляет с осью l  угол   и   0 , то 

вектор  a  имеет то же направление, что и a  , и составляет с осью такой же 

угол  , поэтому 

П a a a a П al lр ( ) cos cos cos р .                    

При   0  вектор  a  направлен в сторону, противоположную a , и образует 

с осью l  угол    , поэтому 

П a a a a П al lр ( ) cos( ) cos( ) ( cos ) р .                          

Следствия: 

1. Проекция разности векторов на ось равна разности проекций 

П a b П a П bl l lр ( ) р р .    

2. Проекция линейной комбинации векторов на ось равна линейной ком-

бинации проекций на эту же ось 

П a П al i i

i

n

i l i

i

n

р р .   
 

 
1 1

 

Составляющей вектора a  по оси l  назовём вектор, равный произведе-

нию проекции вектора a  на ось l  и единичного вектора l
o

оси : 

Cостa П a ll l

o р .  (1.6) 

Легко заметить (рис. 1.18), что составляющая вектора a  по оси l  есть  вектор, 

соединяющий проекцию начала вектора a  с проекцией его конца на эту ось. 

Рассмотрим теперь два неколлинеарных вектора a  и b и произвольный 

вектор c , причём  будем считать, что эти три вектора компланарны. Из произ- 
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Рис. 1.18 Рис. 1.19 

вольной точки 0 как из начала построим векторы a ,b и  c . Проведём оси l1  и 

l2 , направления которых определяются векторами a и b , и построим паралле-

лограмм ОАВС так, чтобы его диагональю служил вектор c  (рис.1.19). Это 

возможно, поскольку векторы a и b неколлинеарны. Так как векторы OA  и 

OB  коллинеарны соответственно векторам a и b , то OA a 1  и 

OB b 2 , отсюда c a b    1 2 . Полученное соотношение будем назы-

вать разложением вектора c  по двум неколлинеарным векторам a и b . Пока-

жем, что это разложение единственно. Для этого предположим противное: 

c a b    1 2

' '
, где 1

'
 и 2

'
 одновременно не равны 1  и 2  соответственно. 

В результате получим    1 2 1 2

' '      a b a b или       1 1 2 2

' '    a b , 

где хотя бы один из скалярных множителей не равен нулю, например 

  2 2 0 '
. Отсюда следует, что b a a




  

 

 
1 1

2 2

'

' , но это означает кол-

линеарность векторов a и b , что противоречит условию. Полученное противо-

речие и доказывает единственность разложения. 

Аналогичный факт имеет место и в пространственном случае: любой век-

тор можно разложить по трём некомпланарным векторам и такое раз-

ложение единственно. Нетрудно догадаться, что в этом случае вместо парал-

лелограмма строится параллелепипед. 

Рассмотрим частный, но важный для дальнейшего случай разложения про-

извольного вектора по трём некомпланарным векторам. Пусть i , j , k - еди-

ничные векторы, направления которых совпадают с направлениями координат-

ных осей декартовой системы координат ОXYZ. Эти три взаимно перпендику-

лярных вектора называют ортами координатных осей. 
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Рассмотрим произвольный вектор a  и поместим его начало в точку О, а 

конец обозначим точкой М. В результате построен вектор  OM a . Проведя  

через точку М плоскости, параллельные координатным плоскостям, получим 

прямоугольный параллелепипед, 

одной из диагоналей которого 

является векторOM . Очевидно, 

      a OM M P PM  1 1 .  

Заменив M P1  и PM  равными 

им OM 2  и OM 3 , получим 

      a OM OM OM  1 2 3,  

где OM 1 , OM 2  и OM 3  явля-

ются составляющими вектора a  

по координатным осям OX,  OY 

и OZ. На основании (1.6) 

OM a i OM a j OM a kx y z1 2 3     , , ,  

где для краткости проекции вектора a  на координатные оси (рис. 1.20) обозна-

чены  ax , ay  и  az . В результате получена важная формула, дающая разложе-

ние вектора  a  на составляющие по координатным осям: 

a a i a j a kx y z      .  

Рассмотрим точку М с координатами  x , y , z . Вектор OM , соединяю-

щий начало координат с данной точкой М, называется радиусом-вектором 

точки М. Очевидно, 

OM x i y j z k      .  

Пусть проекции вектора a  на координатные оси равны ax , ay  и  az . 

Назовём числа ax , ay  и  az  координатами вектора и будем использовать за-

пись  a a a ax y z , , . Например, запись  a  1 2 3, ,  означает, что 

a i j k     1 2 3 .  

Если векторы заданы в координатной форме, то операции над векторами 

приводят согласно доказанным свойствам проекций к соответствующим опера-

циям над их координатами. 

z 

y 

x 

0 

M1 

M2 

M3 

P 

M 

Рис.1.20 
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Пример 1.4. Даны векторы  a  1 2 3, , ,  b  2 2 1, ,  и    3 . 

Найти a b , a b  и  a  . 

Решение. Пользуясь свойствами суммы, разности векторов и произведения 

вектора на число, получаем: 

     a b i j k i k             1 2 2 2 3 1 3 4 ,  

     a b i j k i j k               1 2 2 2 3 1 4 2 ,  

                a i j k i j k3 1 3 2 3 3 3 6 9 .  

1.3. ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ 

Модуль вектора. Пусть вектор a  задан в координатной форме 

 a a a ax y z , , . Так как a  является диагональю прямоугольного паралле-

лепипеда (рис. 1.20), то, как известно, OM OM OM OM
2

1

2

2

2

3

2

   . 

Учитывая, что OM a OM a OM ax y z1 2 3  , ,  , получаем: 

a a a a a a a ax y z x y z

2 2 2 2 2 2 2       .           (1.7) 

Таким образом, модуль вектора равен корню квадратному из суммы квадра-

тов его координат (проекций).  

Расстояние между двумя точками. Рассмотрим вектор AB , началом и 

концом которого являются соответственно точки  A(x1 , y1 , z1) и  B(x2 , y2 , z2). 

В этом случае расстояние между точками А  и  В равно модулю - длине вектора  

AB . Поскольку координаты этого вектора равны соответственно x2 - x1, y2 - y1 , 

z2 - z1 , то, подставив их в (1.7), получим : 

     AB x x y y z z     2 1

2

2 1

2

2 1

2

.  

Направляющие косинусы вектора. Пусть вектор a  задан в коорди-

натной форме  a a a ax y z , , . Направление вектора в пространстве можно 

определить углами   , , , которые вектор a  образует с координатными 

осями (рис. 1.21). Эти углы и их косинусы называются направляющими. Для их 

определения воспользуемся ранее полученной формулой (1.3) : 

a a a a a ax y z     cos , cos cos .    

Отсюда, предполагая, что a  0 , получаем выражения для направляю-

щих косинусов: 
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cos ; cos ; cos .    
a

a

a

a

a

a

x y z

 (1.8) 

Воспользовавшись формулой (1.7), перепишем (1.8) в виде 

cos ; cos ; cos .  
 


 


 

a

a a a

a

a a a

a

a a a

x

x y z

y

x y z

z

x y z

2 2 2 2 2 2 2 2 2  (1.9) 

Возведя в квадрат левые и правые части формул (1.9) и сложив их, получим 

важное соотношение, связывающее направляющие косинусы любого вектора: 

cos cos cos .2 2 2 1      

Для вектора a
0

, учитывая, что его модуль равен 1, получаем: 

a a a a i j kx y z

0 0 0 0        cos ; cos ; cos ; cos cos cos .       

Пример 1.5. Найти направляющие косинусы вектора AB , если координа-

ты точек известны: A(1 , 2 , 3) и  B(2 , 4 , 5). 

Решение. Вектор AB равен AB i j k    2 2 , отсюда  

cos , cos , cos .  
 

  
1

1 4 4

1

3

2

3

2

3  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.21 Рис. 1.22 

Деление отрезка в заданном отношении. Даны точки М1 (x1 , y1 , z1)  и  

М2 (x2 , y2 , z2). Требуется найти координаты точки М (x , y , z), делящей отре-

зок  М1М2  в заданном отношении  (  -1). Построим  радиусы-векторы r1 , 

r2  и  r  точек М1 , М2 и М (рис. 1.22). Очевидно, векторы M M1  и MM2  

коллинеарны. Примем, что точка М делит отрезок  М1М2  в отношении  , ес-

ли  
M M

MM

1

2

   и при    > 0 векторы M M1  и MM2  направлены в одну 

сторону, а при  < 0 - в разные ( в этом случае точка М  лежит вне отрезка 

x x 

y 
y 

z 
z 

0 0 

 

 

 

 

 

 
 

 M2 

M 

M1 
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М1М2 ). Это условие кратко можно записать в виде  M M MM1 2  . Выра-

зив  M M1  и MM2  через r1 , r2  и  r , получим 

 r r r r   1 2 .  (1.10) 

Рассмотрев (1.10) как уравнение для r , найдём 

r
r r


 



1 2

1




.  (1.11) 

Учитывая, что  r x y z , , ,  r x y z1 1 1 1 , , ,   r x y z2 2 2 2 , ,  и переходя к ко-

ординатной форме в (1.11), получаем координаты точки М : 

x
x x

y
y y

z
z z


 




 




 



1 2 1 2 1 2

1 1 1












, , .  (1.12) 

При  = 1 формулы (1.11) и (1.12) определяют середину отрезка. 

Пример 1.6. Найти координаты центра тяжести однородной пластины в 

виде треугольника с вершинами в точках  A(x1 , y1 , z1) , B(x2 , y2 , z2)  и С(x3 , 

y3 , z3). 
Решение. Как известно, центр тя-

жести такой пластины находится в точ-

ке пересечения медиан  D  треугольни-

ка (рис. 1.23). Для определения коорди-

нат точки  D  учтём, что она делит лю-

бую медиану, например АЕ, в отноше-

нии два к одному   AD DE 2 . 

Находим вначале координаты точки Е , 

учитывая, что она делит отрезок ВС по- Рис. 1.23 

полам, а затем координаты искомой точки D . 

                                                 x
x x

y
y y

z
z z

x
x x x x x

y
y y y

z
z z z

E E E

D

E

D D











 




 


 


 


1 2 1 2 1 2

1 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 2 2

2

1 2 3 3 3

, , ,

, ,
 

Условие коллинеарности векторов. Ранее было показано, что для колли-

неарности двух ненулевых векторов a  и b  необходимо и достаточно, чтобы 

выполнялось соотношение  b a  , где   - некоторое число. Выразим это 

соотношение в координатной форме с учётом того, что  a a a ax y z , ,  и 

 b b b bx y z , , . На основании свойств проекций получим : 

b a b a b a или
b

a

b

a

b

a
x x y y z z

x

x

y

y

z

z

         , , .  (1.13) 

A 

B 

E 

C 

D 
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Таким образом, для коллинеарности двух векторов необходимо и до-

статочно, чтобы их одноимённые координаты были пропорциональны. 

Может оказаться, что один из знаменателей в (1.13) равен нулю, в этом случае 

соответствующий числитель тоже должен быть равным нулю. 

1.4. СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ 

В отличие от умножения двух чисел операция умножения вектора на век-

тор может быть определена двумя различными способами, каждый из которых 

имеет своё математическое и прикладное значение. 

Введём вначале понятие скалярного произведения. Назовём скалярным 

произведением векторов a  и b  число, равное произведению модулей векто-

ров  a  и b на косинус угла между ними: 

a b a b   cos .  (1.14) 

Часто для обозначения скалярного произведения употребляют и такую 

форму записи:  a b, . 

Рассмотрим пример из механики, приводящий к понятию скалярного про-

изведения. Пусть материальная точка  М  движется по прямой из положения  А  

в положение  В , проходя при этом расстояние  s , а на точку действует посто-

янная сила F  (рис. 1.24). Как известно, работа  Е , совершаемая при этом пе-

ремещении силой F , будет равна : E F s  cos . Если ввести вектор пере-

мещения AB , то по определению скалярного произведения получим: 

E F AB   . 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.24 Рис. 1.25 

Свойства скалярного произведения 

1. Скалярное произведение двух векторов обладает переместительным 

свойством : a b b a    . Действительно, согласно определению : 

a b a b b a b a        cos cos .    

A B M 
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2. Скалярное произведение двух векторов равно произведению модуля 

одного из векторов и проекции другого вектора на направление первого: 

a b a П b b П aa b
    р р . (1.15) 

Доказательство следует из того, что  a П a
b

 cos р   и  b П ba cos р .  

Формулы (1.15) позволяют найти проекцию одного вектора на направле-

ние другого (рис. 1.25) : 

П b
a b

a
П a

a b

b
a b

р , р .





 (1.16) 

Если один из векторов единичный, например   a a ao o  1 , то 

формула (1.16) упрощается : П b a b
a

o
oр   , то есть проекция вектора на 

некоторое направление равна скалярному произведению единичного вектора 

рассматриваемого направления и данного вектора. 

3. Скалярное произведение обладает сочетательным свойством отно-

сительно скалярного множителя : 

           a b a b a b, , , .  
Действительно, согласно уже доказанным свойствам скалярного произведения 

и проекции векторов 

   

   

a b a П b a П b a
a b

a
a b

a b b П a b П a b
a b

b
a b

a a

b b

, р р , ,

, р р , .

    

    

         


 

         


 
 

4.  Скалярное произведение обладает распределительным свойством: 

 a b c a c b c      .  
Действительно, согласно (1.16) и (1.4) 

     a b c c П a b c П a П b

c П a c П b a c b c

c c c

c c

        

       

р р р

р р .
 

5. Скалярное произведение равно нулю, если равен нулю один из пере-

множаемых векторов или косинус угла между ними (векторы ортогональ-

ны). Это утверждение непосредственно следует из определения. Верно и об-

ратное : если векторы a  и  b ортогональны, то и a b  0 . 
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Следствия : 

1. Для того, чтобы два ненулевых вектора были ортогональны, необхо-

димо и достаточно равенство нулю их скалярного произведения: 

a b  0 .  (1.17) 

2. Скалярный квадрат вектора (скалярное произведение вектора самого 

на себя) равен квадрату его модуля. Модуль вектора равен корню квадрат-

ному из скалярного квадрата этого вектора.  

a a a a a a    2 2 2 .  (1.18) 

Действительно, a a a a a ao2 2
0     cos .  

Пример 1.7. Найти модуль вектора c a b 2 3 , если a b 4 5,  и 

угол между векторами a  и b равен   60o . 

Решение. Находим скалярный квадрат вектора c  и затем его модуль : 

 

.40940925960cos5412164

9cos124912432

2

222222





cc

bbaabbaabac

o



 

Скалярное произведение в координатной форме 

Пусть векторы заданы в координатной форме  a a a ax y z , ,  и 

 b b b bx y z , , . Выразим скалярное произведение векторов через их коорди-

наты, для чего воспользуемся разложением векторов по координатным осям 

(1.5) и полученными свойствами скалярного произведения 

   a b a i a j a k b i b j b k a b i

a b i j a b i k a b j i a b j a b j k

a b k i a b k j a b k

x y z x y z x x

x y x z y x y y y z

z x z y z z

                

                   

          

2

2

2 .

Учитывая, что в силу ортогональности ортов осей  i j k, ,  их скалярные про-

изведения равны нулю, а их скалярные квадраты (единичные векторы) равны 

единице, получаем : 

a b a b a b a bx x y y z z       .  (1.19) 

Таким образом, скалярное произведение двух векторов равно сумме произве-

дений одноименных координат. 

Воспользуемся теперь выражением скалярного произведения в координат-

ной форме (1.19) и вновь рассмотрим некоторые задачи. 
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1. Модуль вектора. Воспользовавшись (1.18) и выразив скалярный квад-

рат  вектора  a a a a a ax y z

2 2 2 2     , получим уже известный результат: 

a a a a ax y z   2 2 2 2 .  

2. Угол между векторами. Воспользуемся определением скалярного про-

изведения (1.14), из которого, перейдя к координатной форме, найдём косинус 

искомого угла : 

cos . 





    

    

a b

a b

a b a b a b

a a a b b b

x x y y z z

x y z x y z

2 2 2 2 2 2  (1.20) 

 

3. Условие ортогональности. Выразив уже известное условие (1.17) в ко-

ординатной форме, получим: 

a b a b a b a b a bx x y y z z          0 .  (1.21) 

 

4. Проекция вектора на вектор. Перейдём в (1.16) к координатной фор-

ме: 

П b
a b

a

a b a b a b

a a a
a

x x y y z z

x y z

р .



    

 2 2 2  (1.22) 

Пример 1.8. Найти угол между векторами  a  3 1 1, ,  и 

 b  2 2 1, , . 

Решение. Воспользуемся формулой (1.20): 

cos
( ) ( )

arccos . 
      

    



  

3 2 1 2 1 1

9 1 1 4 4 1

9

11 3

3

11

3

11
 

Пример 1.9. Определить, при каком значении   вектор  a  3 2 1, ,  

ортогонален вектору   b  1 2, ,  . 

Решение. Из условия ортогональности (1.21) получим 

   3 1 2 2 1 0 1           .  

Пример 1.10. Вычислить проекцию вектора  a  1 3 4, ,  на вектор 

b c , если  b  3 4 2, ,  и  c  1 1 4, , . 

Решение. Воспользуемся формулой (1.22): 

 

       

     
П a

a b c

b cb c
р .




 




        

     
 

1 3 1 3 4 1 4 2 4

3 1 4 1 2 4

35

7
5

2 2 2  
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1.5. ВЕКТОРНОЕ, СМЕШАННОЕ И ДВОЙНОЕ ВЕКТОРНОЕ 

ПРОИЗВЕДЕНИЯ ВЕКТОРОВ 

Введём вначале понятия упорядоченной тройки векторов и определителя.  

I. Пусть даны три некомпланарных вектора a , b  и c  с общим началом, 

перечисленные в указанном порядке : первыйa , второй b  и третий c . Назо-

вём тройку векторов правой, если кратчайший поворот от первого вектора 

a ко второму b будет виден с конца третьего вектора c  происходящим 

против хода часовой стрелки (рис. 1.26). Если же поворот от a к b будет ви-

ден происходящим по ходу часовой стрелки, то тройку векторов a , b  и c  

назовём левой. Происхождение этих названий связано с известным правилом 

правой и левой руки. 

Легко проверить, что при пере-

становке двух векторов правая трой-

ка перейдёт в левую , а левая - в пра-

вую. Так, например, если тройка a , 

b  и c - правая, то b , a , c - левая. 

При циклической же перестановке 

векторов, когда второй вектор стано-

вится на место первого, третий на 

место второго, а первый на место 

третьего, правая тройка перейдёт в 

правую, а левая в левую. Например, 

если a , b , c  - правая тройка, то 

правыми будут также   b , c , a   и 

c , a , b . Если орты осей  i j k, ,  в указанном порядке образуют правую 

тройку векторов, то говорят о правой системе координат, но о левой, если 

i j k, ,  - левая тройка векторов. В дальнейшем будет использоваться только 

правая система координат. 

II. Рассмотрим квадратную таблицу чисел, состоящую из n строк и n 
столбцов, которую в дальнейшем будем называть квадратной матрицей порядка  

n. Число, стоящее на пересечении  i - й строки и  j - го столбца, назовём эле-

ментом матрицы с индексами i  и  j , то есть условимся, что первый индекс 

определяет номер строки, а второй - столбца.  

.

1

111

















nnn

ij

n

aa

a

aa







 

  

 
  

 

правая 

 

левая 

Рис. 1.26 
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Введем теперь числовую характеристику такой матрицы - определитель 

(иногда говорят детерминант). Определителем матрицы первого порядка  a11  

называется число a11  , которое обозначим    a11  . Определителем матрицы 

второго порядка называется число  : 

     
a a

a a
a a a a

11 12

21 22
11 22 21 12 .  

Если диагональ матрицы, идущую из верхнего левого угла, назвать глав-

ной, а вторую - побочной (вспомогательной), то определитель квадратной мат-

рицы второго порядка, или, короче, определитель второго порядка будет равен 

разности произведений элементов, стоящих на главной и вспомогательной диа-

гоналях. 

Определителем квадратной матрицы третьего порядка или, короче, опре-

делителем третьего порядка называется число  , равное 

           

        

a a a

a a a

a a a

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 22 33 12 23 31 13 21 32

31 22 13 12 21 33 11 23 32 .

 (1.23) 

Формулу (1.23), выражающую вели-

чину определителя третьего порядка  через 

его элементы, легко запомнить, если заме-

тить (рис. 1.27), что в правой части (1.23) 

со знаком плюс стоят произведения эле-

ментов, расположенных на главной  диаго-

нали и в вершинах треугольников, одна из 

сторон которых параллельна главной диа-

гонали. Произведения же элементов, стоя-

щих на вспомогательной диагонали или в 

вершинах треугольников, 

одна из сторон которых параллельна побочной (вспомогательной) диагонали, 

берутся со знаком минус. 

Общее понятие определителя  n-го порядка будет введено в главе Линей-

ная алгебра. 

Свойства определителей 

1. При транспонировании матрицы величина её определителя не меня-

ется.  Под транспонированием понимают замену строк соответствующими 

столбцами. Доказательство немедленно следует из определения. Проведём его 

для определителя третьего порядка. Для этого заметим, что транспонирование 

* * * 

* 

* 

* * 

* * 

* * * 

* * * 

* * * 

 +  - 

Рис. 1.27 
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меняет элементы aij  и   aji  местами, но при этой операции правая часть фор-

мулы (1.23) не меняется. 

Это свойство устанавливает равноправность строк и столбцов, поэтому 

любое утверждение для строк будет справедливо и для столбцов. 

2. При перестановке двух строк определитель меняет знак. Покажем 

справедливость этого свойства для определителя третьего порядка. Пусть пере-

ставлены первая и вторая строки. Раскрывая этот определитель и сравнивая ре-

зультат с (1.23), получаем : 

a a a

a a a

a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a

21 22 23

11 12 13

31 32 33

21 12 33 22 13 31 11 32 23 31 12 23

11 22 33 32 13 21

            

        .

 

3.  Если в определителе некоторая строка является линейной комбина-

цией двух строк, то он равен соответствующей линейной комбинации 

определителей. Доказательство этого свойства следует из определения, и чита-

тель может провести его самостоятельно. 

   





333231

232221

131312121111

aaa

aaa

aaaaaa 

 

.

333231

232221

131211

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa 





 
 

4. Величина определителя третьего порядка равна: 

       





a a a

a a a

a a a

a A a Mij ij ij

i j

ij
jj

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1

3

1

3

1 .
 (1.24) 

Эту формулу называют разложением определителя по i - й строке, величину Aij 

называют алгебраическим дополнением элемента aij , а Mij - минором второго 

порядка, который равен определителю второго порядка, полученному из   

вычёркиванием  i - й строки и  j - го столбца. Формула (1.24) сводит вычисле-

ние определителя третьего порядка к определителям второго порядка. 

В частности, при i = 1 получим разложение определителя по первой стро-

ке 
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       

a a a

a a a

a a a

a
a a

a a
a

a a

a a
a

a a

a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11

22 23

32 33
12

21 23

31 33
13

21 22

31 32

.
 (1.25) 

Следствия 

1. Определитель с двумя одинаковыми строками равен нулю. Действи-

тельно, меняя местами две одинаковые строки, мы, с одной стороны, не меняем 

величины определителя, а с другой, по второму свойству меняем его знак. Сле-

довательно,          2 0 0 . 

2. Умножение всех элементов некоторой строки определителя на чис-

ло равносильно умножению определителя на это число. Это утверждение 

следует из третьего свойства при   0  . 

3. Если все элементы некоторой строки равны нулю, то определитель 

равен нулю. Это утверждение следует из предыдущего при   0  . 

4. Если все элементы двух строк определителя пропорциональны, то 

он равен нулю. Вынеся коэффициент пропорциональности, на основании вто-

рого следствия получим определитель с двумя одинаковыми строками, который 

по первому следствию равен нулю. 

5. Добавление к одной строке линейной комбинации других строк вели-

чины определителя не меняет.  На основании третьего свойства искомый 

определитель можно представить в виде линейной комбинации определителей, 

один из которых равен  , а все остальные имеют по две одинаковые строки и, 

следовательно, равны нулю. 

В заключение напомним ещё раз, что все результаты, полученные для 

строк, справедливы и для столбцов. 

III. Перейдём теперь к понятию векторного произведения, для чего рас-

смотрим два произвольных вектора a и b . Не ограничивая общности, можно 

считать, что векторы имеют общее начало (рис. 1.28). Векторным произведе-

нием вектора a на вектор b назовём вектор c , направленный перпендику-

лярно к обоим векторам, образующим с этими векторами в порядке a , b , 

c правую тройку и по модулю равный площади параллелограмма, постро-

енного на векторах a и b как на сторонах.  
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Первые два условия для вектора

c можно сформулировать и так : 

вектор c перпендикулярен a и b и 

направлен в ту сторону, откуда 

кратчайший поворот от a  к b
виден против хода часовой стрел-

ки. 

Для векторного произведения 

будем использовать обозначения 

a b или  a b . Согласно опреде- 

лению модуль векторного произведения равен произведению модулей векторов 

a и b  на синус угла между ними : a b a b   sin .  

С векторным произведением связаны многие физические величины: мо-

мент силы относительно центра; скорость точки при вращательном движении 

твёрдого тела; сила, действующая на движущийся в магнитном поле заряд, … . 

Рассмотрим более подробно первые два примера. 

Пусть к твёрдому телу в точке А приложена сила F (рис. 1.29). В физике и 

теоретической механике вводится понятие момента силы относительно центра, 

например, точки О, как вектора  M Fo , модуль которого равен произведению 

модуля силы на длину плеча d  силы F  относительно центра О и который 

направлен перпендикулярно плоскости, проходящей через точку О и линию 

действия силы F , в ту сторону, откуда поворот тела, совершаемый силой, бу-

дет виден против хода часовой стрелки. Рассмотрим теперь векторное произве-

дение r F . Этот вектор направлен перпендикулярно к векторам  r и F , то 

есть к плоскости ОАВ , в сторону, откуда кратчайший поворот от r к F  виден 

против хода часовой стрелки, и равен по модулю 

 r F r F r F F d         sin sin ,    

то есть 

 M F r Fo   .  
 

 

  

 

 

 
Рис. 1.28 
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Пусть М - произвольная точка тела, вращающегося с угловой скоростью 

 . Для удобства будем считать, что вращение происходит вокруг оси OZ. Как 

известно, скорость точки М направлена по касательной к окружности, описыва-

емой точкой при вращении тела, при этом плоскость, в которой лежит окруж-

ность, перпендикулярна оси вращения (рис. 1.30). Величина скорости равна 

V d  , где  d - расстояние от точки М до оси вращения. Выберем на 

оси произвольную точку О и отложим от неё векторы  и r OM . Угол 

между векторами  и r обозначим  . Учитывая, что d r  sin  и под-

ставляя его в формулу для V , получаем: V r   sin . Остаётся 

сказать, что вектор скорости равен по модулю вектору   r и направлен 

перпендикулярно плоскости ОО1М в сторону, соответствующую направлению 

вращения, то есть так же, как и вектор   r . Следовательно, эти векторы 

равны и V r  . 

Рассмотрим теперь основные свойства векторного произведения. 

1.  При перестановке сомножителей векторное произведение меняет 

знак, сохраняя модуль. Действительно, из определения векторного произведе-

ния следует, что векторы  a b  и  b a   имеют равные модули, перпендику- 

лярны векторам a и b и направлены в разные стороны:  

a b b a    . 

Следовательно, для векторного произведения переместительное свойство не 

имеет места (векторное произведение антикоммутативно). 

2. Векторное произведение обладает сочетательным свойством отно-

сительно скалярного множителя. 

           a b a b a b, , , .  (1.26) 

О 

 

 

 

А 

В 
 

  

z 

O 

O1 

M 

 

Рис.1.29 Рис.1.30 
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 Пусть   0 . Если   - угол между векторами a и b , то между векторами 

 a  и b , a  и  b угол также  . Учитывая это, найдём модули всех выра-

жений, входящих в (1.26): 

   

 

 

   

      

      

     

            

            

a b a b a b

a b a b a b a b

a b a b a b a b

, , sin ;

, sin sin sin ;

, sin sin sin .

 

Следовательно, модули этих векторов равны. Кроме того, вектор    a b,  

перпендикулярен векторам a и b . Вектор   a b,  также перпендикулярен 

векторам a и b , так как  a  и b лежат в одной плоскости с векторами a и 

b . Направления этих векторов, очевидно, совпадают, то есть 

      a b a b, , . Тем самым доказана первая часть двойного равенства 

(1.26) при   0 . Вторая часть и случай   0  доказываются аналогично. 

Справедливость же (1.26) при   0  очевидна. 

3.  Векторное произведение обладает распределительным свойством: 

 a b c a b a c      . (1.27) 

Для доказательства разложим векторы b , c  и b c  на составляющие, 

параллельные и перпендикулярные (соответственно помеченные) вектору a : 

   b b b c c c b c b c b c           || || || ||; ; .  
Заметим теперь, что 

   a b a b a c a c a b c a b c             ; ; .  (1.28) 

Действительно, в первом случае площадь параллелограмма, построенного на 

векторах a и b , равна площади прямоугольника, построенного на a  и  b


 

(рис. 1.31), направлены же векторы a b  и a b 
одинаково. Так же обос-

новываются вторая и третья части (1.28). Покажем теперь, что  

 a b c a b a c         .  (1.29) 
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Действительно, вектор a направлен перпендикулярно плоскости векторов b


 

и c


, например, от чертежа к нам (в этом случае вектор обычно изображают 

на чертеже , если же он направлен от нас, то  ), поэтому векторное произ-

ведение a b 
будет находиться в плоскости чертежа и изображаться отрез-

ком длины a b 
, повёрнутым относительно b


на 90

о 
 против хода часо-

вой стрелки (рис. 1.32). Аналогично строятся векторы a c 
и  

 a b c  
. Таким образом, параллелограмм, построенный на векторах 

a b 
и a c 

, получен поворотом на 90
о
 против хода часовой стрелки и 

растяжением в a  раз параллелограмма, построенного на векторах b


 и c


. 

Так как при этом диагональ продолжает соответствовать геометрической сумме 

векторов, на которых он построен, то обоснованно соотношение (1.29), которое 

в силу (1.28) равносильно (1.27). В механике соответствующее утверждение 

называется теоремой Вариньона - момент равнодействующей сил, приложен-

ных в одной точке, относительно данного центра равен сумме моментов со-

ставляющих. 

4. Если векторное произведение равно нуль-вектору, то либо один из 

сомножителей равен нуль-вектору, либо синус угла между векторами равен 

нулю, то есть векторы коллинеарны. Это утверждение непосредственно вы-

текает из определения. Верно и обратное: если два вектора коллинеарны, то их 

векторное произведение равно нуль-вектору. Отсюда следует ещё одно условие 

коллинеарности: для коллинеарности векторов a  и  b необходимо и до-

статочно, чтобы их векторное произведение равнялось нуль-вектору: 

a b  0 . 

Пример 1.11. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a b и a b как на сторонах, если a  3 , b  4 и угол между векторами 

a и b равен 60
о
. 

 

  

 

 

 

 
 

  

Рис. 1.31 Рис. 1.32 
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 Решение. Площадь S искомого параллелограмма равна модулю векторно-

го произведения, при вычислении которого используются доказанные свойства: 

   S a b a b a a b a a b b b

a b a b o

            

           2 2 2 3 4 60 12 3sin sin .
 

Рассмотрим два вектора  a a a ax y z , ,   и   b b b bx y z , , , заданные в ко-

ординатной форме, и выразим векторное произведение  a b  через координа- 

ты сомножителей. Предварительно найдём 

все возможные векторные произведения еди-

ничных векторов  i j k, , . Очевидно, 

  i i j j k k      0.    (1.30) 

Рассмотрим теперь i j . Этот вектор 

направлен перпендикулярно i  и j в ту же 

сторону, что и k (рис. 1.33), а его модуль ра-

вен 

i j i j o    sin90 1 . Следовательно, 

i j k j i k      .  (1.30) 

Аналогично показывается, что 

j k i k j i k i j i k j         , , , .  (1.30) 

Перейдём теперь к вычислению a b , воспользовавшись разложением 

сомножителей по координатным осям, свойствами векторного произведения и 

формулами (1.30) - (1.30). 

   

   

a b a i a j a k b i b j b k a b i i a b i j

a b i k a b j i a b j j a b j k a b k i a b k j

a b k k a b k a b j a b k a

x y z x y z x x x y

x z y x y y y z z x z y

z z x y x z y x

                     

                        

               

       
y z z x

z y y z z y x z z x x y y x

b i a b j

a b i i a b a b j a b a b k a b a b

     

                   .

 

Нетрудно заметить, что полученное выражение можно записать в виде 

a b i
a a

b b
j
a a

b b
k
a a

b b

i j k

a a a

b b b

y z

y z

x z

x z

x y

x y
x y z

x y z

        .
 (1.31) 

то есть представить его, используя формулу (1.25), в виде определителя тре-

тьего порядка, в первой строке которого стоят орты осей, а во второй и третьей 

 

 

Рис. 1.33 
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соответственно координаты векторов a и b . Разумеется, это выражение не яв-

ляется определителем в обычном смысле, зато даёт удобный для запоминания 

способ вычисления векторного произведения. 

Пример 1.12. Найти площадь треугольника АВС, если координаты вершин 

известны: А(1 , 1 , 1) , В(2 , 0 , 1) и С(1 , 2 , -1). 

Решение. Воспользуемся тем, что модуль векторного произведения равен 

удвоенной площади треугольника, построенного на этих векторах как на сторо-

нах (рис. 1.34). Введём векторы  

 

 

a AB

b AC

  

  

1 1 0

0 1 2

, , ,

, ,
 

и найдём векторное произведение: 

a b

i j k

i j k  



    1 1 0

0 1 2

2 2 .
 

Отсюда:  S a b       0 5 0 5 4 4 1 15, , , .  

Пример 1.13. Найти вектор c , перпендикулярный векторам a и b и обра-

зующий тупой угол с осью OX, если  c  6 ,  a  1 1 1, ,  и  b  2 0 1, , . 

Решение. Найдём вектор ba  , перпендикулярный a и b . 

a b

i j k

i j k     1 1 1

2 0 1

2 .
 

Поскольку вектор c  перпендикулярен векторам a и b , то он коллинеарен 

вектору a b и его можно представить в виде  c a b        , , 2 . 

Так как c          2 2 24 6 6 , то   1. Поскольку c  обра-

зует тупой угол с осью OX, его проекция на эту ось должна быть отрицатель-

ной, отсюда   1 и   c   1 1 2, , . 

IV. Перейдём теперь к смешанному произведению. Для этого рассмотрим 

три вектора  a ,b и c и первые два вектора умножим векторно, а затем 

полученный вектор a b умножим скалярно на третий вектор c , в итоге 

получим число. Такое произведение назовём смешанным произведением 

А 

В 

С 

 

 

Рис. 1.34 
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трёх векторов:  a b c  . Для записи смешанного произведения наряду с  

 a b c   используют и такую форму записи:  a b c, , . 

Пусть векторы a ,b , c  заданы в координатной форме. Выразим смешан-

ное произведение через координаты сомножителей. Согласно (1.31) 

a b i
a a

b b
j
a a

b b
k
a a

b b

y z

y z

x z

x z

x y

x y

       .
 

Так как c c i c j c kx y z     , то, используя выражение скалярного произ-

ведения в координатной форме (1.19), получаем 

 a b c c
a a

b b
c
a a

b b
c
a a

b bx

y z

y z
y

x z

x z
z

x y

x y

        .
 

В правой части полученного выражения нетрудно узнать разложение по эле-

ментам третьей строки следующего определителя третьего порядка: 

   a b c a b c

a a a

b b b

c c c

x y z

x y z

x y z

   , , .
 (1.32) 

Таким образом, смешанное произведение  a b c, ,  равно определителю 

третьего порядка, у которого элементами первой, второй и третьей строк 

являются координаты соответственно первого - a , второго - b и третье-

го - c  сомножителей. 

Свойства смешанного произведения 

1.  Циклическая  перестановка  сомножителей в смешанном произведе-

нии не меняет его величины, а любая другая приводит к смене знака: 

           a b c b c a c a b b a c c b a a c b, , , , , , , , , , , , , .        

Для доказательства отметим, что согласно (1.32) циклическая перестановка 

сомножителей в смешанном произведении приводит к чётному числу переста-

новок строк определителя, а любая другая - к нечётному, поэтому в первом 

случае знак произведения сохраняется, а во втором - меняется. 

2. Рассмотрим три вектора a ,b , c  и покажем, что объём параллелепи-

педа, построенного на векторах a ,b , c  как на сторонах, равен модулю 

смешанного произведения  a b c, , . 
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Действительно, по определению 

модуль векторного произведения 

a b  равен площади параллело-

грамма, построенного на векторах a  

и b как на сторонах. С другой сто-

роны, по определению скалярного 

произведения 

 a b c a b c     cos , 

где  - угол между векторами c  и 

a b . Нетрудно заметить, что с точ-

ностью до знака c cos  равно вы-

соте параллелепипеда  d  (рис. 1.35). 

Отсюда следует:  a b c V, ,   и, следовательно,  V a b c , ,  .  

Пример 1.14. Найти объём пирамиды с вершинами в точках О(0, 0, 0), А(5, 

2 ,0), В(2, 5, 0) и С(1, 2, 4). 

Решение. Введём в рассмотрение векторы  OA  5 2 0, , ,  OB  2 5 0, ,  и 

 OC  1 2 4, , . Как известно, объём пирамиды, построенной на векторах  OA , 

OB  и OC как на сторонах, равен одной шестой объёма параллелепипеда, по-

строенного на тех же векторах, отсюда 

 V OA OB OCOABC     
1

6

1

6

5 2 0

2 5 0

1 2 4

14, , .
 

3. Рассмотрим три вектора  a ,b , c и покажем, что для компланарности 

трёх векторов необходимо и достаточно, чтобы их смешанное произведе-

ние равнялось нулю:  a b c, ,  0 . 

Действительно, обозначив для краткости p a b  , можно заметить, что 

из условия p c  0  следует ортогональность векторов p  и c . В свою оче-

редь, векторы a  и b ортогональны p , следовательно, a ,b  и c  параллель-

ны одной плоскости, то есть компланарны. И наоборот, если  a ,b  и c  ком-

планарны, то объём параллелепипеда, построенного на этих векторах как на 

сторонах, будет равен нулю, то есть  a b c, ,  0 . 

 

 

 

d 

 

Рис.1.35 
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Пример 1.15. Определить, лежат ли точки А(1, 2, 3), В(0, 5, 5), С(3, -1,-1) и 

D(-2, 14, 9) в одной плоскости ? 

Решение. Рассмотрим три вектора  AB  1 3 2, , ,  AC   2 3 4, ,  и 

 AD  3 12 6, , . Если точки А, В, С и D лежат в одной плоскости, то введён-

ные векторы компланарны. Для проверки вычислим смешанное произведение 

этих векторов: 

 AB AC AD, , .



 



      

1 3 2

2 3 4

3 12 6

18 36 48 18 48 36 0
 

Следовательно, векторы компланарны и точки лежат в одной плоскости. 

V. Рассмотрим упорядоченную тройку векторов a ,b , c  и свяжем знак 

смешанного произведения  a b c, ,  с их взаимным расположением. Пусть, на- 

пример, векторы a ,b , c  образуют в ука-

занном порядке правую тройку. Определим 

знак смешанного произведения этих векто-

ров. По определению 

   a b c a b c, ,    .  

Вектор a b  направлен перпендикулярно 

a  и b в ту сторону, откуда кратчайший 

поворот от a  к b виден против хода часо-

вой стрелки (рис. 1.36). В ту же сторону ( 

относительно  плоскости, содержащей 

a  и b ) по определению правой тройки направлен вектор c . Следовательно, 

угол   между векторами  a b  и c - острый и поэтому 

   a b c a b c a b c, , cos .        0  

Аналогично показывается, что для левой тройки векторов их смешанное произ-

ведение отрицательно. 

VI. Рассмотрим три вектора и умножим первый a векторно на вектор 

сb  - векторное произведение второго b и третьего c . В результате получим 

вектор d , который и называется двойным векторным произведением. Таким 

образом   cbad   или, в других обозначениях    cbad ,,  . 

Вектор d по определению векторного произведения перпендикулярен к 

вектору сb  . Но вектор сb   в свою очередь перпендикулярен к b и c и 

поэтому векторы b , c и d компланарны. Если векторы b и c неколлинеарны 

Рис. 1.36  
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(и, следовательно, не нулевые) то вектор d можно представить в виде их ли-

нейной комбинации: 

cybxd    (1.33) 

где x и y пока не известные коэффициенты. Для их определения воспользуемся 

координатной формой задания векторов :  zyx aaaa ,,  ;  zyx bbbb ,, ; 

 zyx сссс ,,  ;  zyx dddd ,, . В этом случае  

      xyyxxzzxyzzy

zyx

zyx cbcbcbcbcbcb

ccc

bbb

kji

сb  ;;

 

и     

     xyyxxzzxyzzy

zyx

cbcbcbcbcbcb

aaa

kji

d




. 

Раскрывая определитель, получим координаты вектора d - двойного векторно-

го произведения 

   

   
   yzzyyxzzxxz

yzzyzxyyxxy

xzzxzxyyxyx

cbcbacbcbad

cbcbacbcbad

cbcbacbcbad







 

Раскрывая скобки в первой строке, добавляя и вычитая xxx cba  и группи-

руя, получим 

       baccabbababaccacacab

cbacbacbacbacbacbad

xxzzyyxxxzzyyxxx

xzzxyyxxxzxzyxyxxxx

,, 



Аналогично определяем  yd  и zd  

       

       baccabbababaccacacab

cbacbacbacbacbacbad

baccabbababaccacacab

cbacbacbacbacbacbad

zzzzyyxxzzzyyxxz

zzzzyyzxxzzzyzyxzxz

yyzzyyxxyzzyyxxy

yzzyyyyxxzyzyyyxyxy

,,

,,









 Отсюда искомый вектор d равен 

         
            

    cbabca

kcjcicbakbjbibcakbaccab

jbaccabibaccabkdjdidd

zyxzyxzz

yyxxzyx







,,

,,,,

,,,,
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и формула (1.33) принимает вид 

      cbabcacbad  ,,  (1.34) 

Полученная формула остаётся справедливой и в случае коллинеарности 

векторов b и c . В этом случае сb    и левая часть (1.34) равна 0  по-

скольку второй векторный множитель 0сb , а правая равна 

            0,,,,,,  ccaccaccaccacbabca   

Свойства двойного векторного произведения. 

При циклической перестановке векторов a ,b  и c формула (1.34) при-

водит к трём различным векторам 

     

     

      bcaacbbac

acbcbaacb

cbabcacba







,,

,,

,,

 (1.35) 

Складывая левые и правые части этих трёх равенств, получим, что для любых 

трёх векторов a ,b  и c справедливо соотношение 

      0 bacacbcba  (1.36) 

В частном случае 0 ac  формула (1.34) принимает вид 

        ababaababaaaba  ,,,
2

 

или    
 

 aba
a

a
a

ba
b 

22

1,
 . В результате вектор b разложен на две со-

ставляющие, одна из которых коллинеарна a ,а вторая – ортогональна. 

Пример 1.16. Рассмотрим твёрдое тело, вращающееся с угловой скоростью 
 вокруг некоторой оси (например OZ). Как было показано ранее, скорость 

произвольной точки тела М равна rV  , где OMr  радиус вектор точ-

ки М (рис. 1.37). При изучении такого движения твёрдого тела в физике и тео-

ретической механике вводится понятие кинетического момента (или момента 

количества движения) относительно центра О, равного сумме кинетических 

моментов элементов, на которые разбивается это тело. Если элемент достаточ-

но мал, его рассматривают как материальную точку, а само тело как систему 

материальных точек. Кинетический момент элемента будет равен 

    rrmVrmVmOMLo    

где m – масса элемента. Согласно (1.34) 

    rrrmrrmLo   ,
2
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Рис.1.37 

Контрольные вопросы к главе I. 

Чем отличаются векторные и скалярные величины? 

Как определяется равенство векторов, сложение двух и более векторов, 

умножение вектора на скалярный множитель? 

Как определяется и вычисляется проекция вектора на ось; чему равна про-

екция на ось суммы векторов, произведения вектора на число? 

Чем отличаются проекция вектора на ось и составляющая вектора по оси? 

Как определяется направление вектора? 

Какие векторы называются коллинеарными и как записывается  условие 

коллинеарности векторов в векторной и координатной формах? 

Сформулируйте определение скалярного произведения двух векторов и его 

свойства. 

Как вычисляется скалярное произведение двух векторов в координатной 

форме? 

Как с помощью скалярного произведения записать условие ортогональ-

ности двух векторов, вычислить модуль вектора, найти проекцию вектора на 

вектор? 

Как определяются правая и левая тройки векторов? 

Сформулируйте определение векторного произведения двух векторов и его 

свойства. 

Как вычисляется векторное произведение в координатной форме? 

 Как с помощью векторного произведения найти площадь параллело-

грамма, построенного на двух векторах как на сторонах? 

Сформулируйте определение смешанного произведения трёх векторов и 

его свойства. 

Как вычисляется смешанное произведение в координатной форме? 

Как с помощью смешанного произведения найти объём пирамиды, постро-

енной на трёх векторах как на сторонах? 

Сформулируйте определение и условие компланарности трёх векторов в 

векторной и координатной формах. 

Сформулируйте определение двойного векторного произведения трёх век-

торов и его свойства. 

0 
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ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ 

1. Найти координаты, длину и направляющие косинусы вектора AB , если  

 A  4 1,   и  B 4 5,  . Сделать чертёж. 

Ответ.  AB AB     8 6 10 0 8 0 6, , , cos , , cos , .   

2. Даны вершины треугольника  A 3 7,  ,  B 5 3,   и   C 1 9, . Опреде-

лить координаты середин сторон треугольника. 

Ответ.  M 4 2,  ,  N 2 6, ,  K 1 1, . 

3. Найти направляющие косинусы вектора AB , если известны координаты 

точек  A 2 2 0, ,   и  B 9 3 7, , . 

Ответ. cos , cos , cos .     
7

9

5

9

7

9
 

4. Определить координаты точек В и С отрезка АВ, разделённого на три 

равные части точками С и D, если известны координаты  A  2 1,  и  D 4 4, . 

Ответ.  C 1 2 5, ,  ,  B 7 55, , . 

5. Вектор  a  образует с осями  OZ  и  OY  соответственно углы  120
о
  и  

60
о
. Какой угол  a  образует с осью  OX?  

Ответ. cos , . 





    
2

2 4

3

41 2  

6. Найти модуль, направляющие косинусы и координаты начала вектора 

AB , если известны  B 2 3 0, ,   и   AB  0 4 20, , . 

Ответ.  A AB      2 1 20 416 0
1

26

5

26
, , , , cos , cos , cos .    

7. Может ли вектор a составлять с координатными осями углы: 

          45 135 120 45 60 120o o o o o o, , ; , , ? 

Ответ. Нет; да. 

8. Найти модули векторов  p a b  2  и  q a b  3 , если  

 a  1 0 1, ,  и  b  1 0 0, , . 

Ответ. p q 13 5, .  

9. Найти модули векторов  a b  и  a b , если a p q  2 , 

   b p q p q       3 2 1 0 2 0 1 1, , , , , , . 

Ответ. a b a b   203 11, .  
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10. Коллинеарны ли векторы  p a b   2 4  и  q b a  3 , если 

 a  1 2 3, ,  и  b  3 0 1, , ? 

Ответ. Не коллинеарны. 

11. Коллинеарны ли векторы  a  1 3 2, ,  и AB , если   A 2 3 2, ,    

и  B 4 3 6, ,  ? В случае коллинеарности найти коэффициент пропорцио-

нальности и определить, сонаправлены они или нет. 

Ответ. AB a 2 , противоположно направлены. 

12. Являются ли точки  A 1 1, ,  B 3 4, ,  C 7 4,  и  D 7 1, вершинами 

трапеции? 

Ответ. Да,    AD BC AD BC    6 0 4 0 15, , , , .  

13.Найти орты векторов   a   4 2 4, ,   и   b   6 2 3, , . 

Ответ. a bo o  








   











2

3

1

3

2

3

6

7

2

7

3

7
, , , , , .  

14. Разложить вектор  c  5 8,  по векторам  a   3 2,  и 

 b  2 1, . 

Ответ. c a b   11 14 . 

15. Какой угол образуют векторы  a  и   b , если a b a b   ? 

Ответ. a b a b   0 .  

16. Найти координаты центра тяжести однородного стержня  АВ , если 

 A 1 0,  и   B 5 4, . 

Ответ.  C 3 2, . 

17. Отрезок  АВ  разделён на три равные части точками  C  и  D. Найти ко-

ординаты точек  В  и  D , если  A  2 1, ,  C 1 4, . 

Ответ.    D B4 7 7 10, , , . 

18. Определить координаты вершины  D  и точку Е  пересечения диагона-

лей параллелограмма  ABCD , если       A B C0 0 1 2 3 3, , , , , . 

Ответ.    D E2 1 15 15, , , , , . 

19. Найти скалярное произведение векторов    2 5a b c b   , если 

.120,90,60,4,3,2 ooo cbcabacba 


 

 Ответ. 27. 
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20. Найти скалярное произведение векторов     2 3 5 4a b c b   , 

если .90,120,90,6,8,4 ooo cbcabacba 


 

Ответ. - 888 . 

21. Найти внутренние углы А, В  и С  треугольника АВС , если известны 

координаты вершин      A B C2 7 7 1 2 1, , , , , . 

Ответ. cos , cos , cos .A B C  
6

61

5

61
0  

22.Вычислить работу постоянной силы  F  1 4 105, ,  при переме-

щении точки её приложения  М  по прямой из положения  A 2 1 3, ,   в по-

ложение   B 4 0 3, , . 

Ответ. Е = 2 . 

23. Вычислить работу равнодействующих двух постоянных сил 

 F  1 3 5, ,   и   P   2 5 2, ,  при перемещении точки её при-

ложения  М  по прямой из положения  A  2 3 8, ,   в положение   B  2 5 7, , . 

Ответ. Е = -7 . 

24. Определить  при котором векторы   a   2 2 3 , ,  и 

 b  4 8 0, , ортогональны. 

Ответ.  = 2 . 

25. Найти проекцию вектора  a   3 4 0, ,  на направление вектора 

 b  3 4 12, , . 

Ответ. Пр
b
a 

7

13
 . 

26. Найти модуль вектора p a b c   , если a  4 , 

b c 2 6,  и векторы a , b  и  c образуют друг с другом углы  60
о
 . 

Ответ. p  10  . 

27. Найти угол между векторами p a b   и  q a b  , если 

a b a b o  2 1 45, , . 

Ответ. cos . 
1

5
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28. Найти вектор  b , коллинеарный вектору   a  1 3 2, , , если он об-

разует тупой угол с осью  OZ  и его модуль равен 56 . 

Ответ.  b   2 6 4, , . 

29. Найти вектор  b , коллинеарный вектору   a   3 1 3, , , если он об-

разует тупой угол с осью  OZ  и его модуль равен 57 . 

Ответ.  b   3 3 3 3 3, , . 

30. Найти проекцию вектора  a  2 2 4 3 2, ,  на ось, составляю-

щую с координатными осями углы   45 120o o,  и    90o . 

Ответ. 
2

23
4alпр . 

31. Вычислить проекцию вектора  a b  на направление вектора 

 c  3 4 12, , , если a i j k b i j k         3 6 4 5,  . 

Ответ.  Прc a b  4  . 

32.Доказать, что диагонали  AC  и  BD  четырёхугольника с вершинами 

 A 1 2 2, , ,  B 1 4 0, , ,  C  4 1 1, ,   и   D  5 5 3, ,  перпендикулярны. 

Ответ.  AC BD,  0  . 

33. Найти площадь треугольника с вершинами  A 1 2 0, , ,  B 3 0 3, ,   и  

 C 5 2 6, , . 

Ответ. S = 14 . 

34. Вычислить  a b , если  a  13, b  19  и  a b  24 . 

Ответ. a b  22 . 

35. Доказать, что треугольник с вершинами  A 3 1 2, , ,  B 0 4 2, ,  и  

 C  3 2 1, ,  равнобедренный. 

Ответ. AC BC  46 . 

36. Доказать, что треугольник с вершинами  A 3 1 6, , ,  B  1 7 2, ,  и  

 C 1 3 2, ,  прямоугольный. 

Ответ.  AC BC,  0 . 



37 

 

37. Вычислить длину медианы AD  треугольника с вершинами 

 A 2 1 4, ,  ,  B 3 2 6, ,    и   C  5 0 2, ,  . 

Ответ. AD  7 . 

38. Определить третью координату вектора   a t 4 12, ,  , если его мо-

дуль равен  13 . 

Ответ. t  3 . 

39. Вычислить работу равнодействующей трёх постоянных сил 

 F  3 4 2, , ,  P  2 3 5, ,  и   Q   3 2 4, , , приложен-

ных в одной точке   М при её прямолинейном перемещении из положения 

 A 5 3 7, ,   в положение   B 4 1 4, , . 

Ответ. Е = 7 . 

40. Определить внешний угол треугольника при вершине  А , если извест-

ны координаты его вершин:  A 3 2 3, ,   ,  B 5 1 1, ,    и   C 1 2 1, ,  . 

Ответ. .
9

4
cos   

41. Вычислить внутренние углы треугольника с вершинами  A 1 2 1, ,  , 

 B 3 1 7, ,   и   C 7 4 2, ,   и показать, что он равнобедренный. 

Ответ. ,
49

12
cos


A cos cos .B C 

61

7 122
 

42. Определить координаты вектора a , коллинеарного вектору 

 b  2 1 1, , , если   a b,  3 . 

Ответ.  a  1 0 5 0 5, , , , . 

43. Найти модуль векторного произведения векторов  a  и  b , если  

a  3 , b  2  и   a b,  6 . 

Ответ. a b  0 . 

44. Известны модули векторов a , b  и угол между ними, соответствен-но 

равные 2, 3 и 30
о
. Вычислить: а)    a b a b   , б)    4 2 3a b a b    . 

Ответ. а)    a b a b    6  , б)    4 2 3 42a b a b     . 

45. Найти    3 2 5 7a b a b   , если известны модули векторов 

 a , b  и угол между ними, соответственно равные  2 , 3  и  150
о
. 

Ответ.    3 2 5 7 93a b a b    . 
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46. Даны векторы  a i j k  2 3  и   b   3 0 1, , . Найти коорди-

наты векторов :  а)  a b  ,  б)    2 3a b b   . 

Ответ. а)   a b    2 10 6, , , 

б)    2 3 6a b b a b     . 

47. Даны векторы  a i k  2  и   b  1 2 3, , . Найти координаты 

вектора   3  a b b  . 

Ответ.    3 6 15 12    a b b , , . 

48. Найти момент силы  F   5 1 3, , , приложенной в точке 

 B   2 1 0, , , относительно точки  A  0 1 1, ,  и его направляющие 

косинусы. 

Ответ.    M FA    1 1 2
1

6

2

6
, , , cos cos , cos   . 

49. Найти момент равнодействующей трёх сил:  F   2 1 3, , , 

 P  3 2 1, ,  и  Q   4 1 3, , , приложенных в точке  B   1 4 2, , , 

относительно точки  A  2 3 1, ,  и его направляющие косинусы. 

Ответ.    M RA     





1 4 7
1

66

4

66

7

66
, , , cos , cos , cos   . 

50. Найти длину высоты треугольника АВС , опущенной из вершины  В  

на сторону  АС, если  A 1 1 2, ,  ,  B 5 6 2, ,   и   C 1 3 1, ,  . 

Ответ. h = 5 . 

51. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах AB  и 

AC  как на сторонах, если  AB   4 1 3, , ,  A 1 1 3, ,  и   C 2 0 3, , . 

Ответ. S  3 3 . 

52. Найти координаты вектора  c , ортогонального векторам 

 a   3 1 1, ,  и   b  2 0 1, , , если он образует острый угол с осью 

ОХ и его модуль равен 24 . 

Ответ.  c  2 2 4, , . 

53. Найти координаты вектора  c , ортогонального оси OZ и вектору 

 a  8 15 3, , , если он образует острый угол с осью  ОХ  и его мо-

дуль равен 34. 
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Ответ.  c  30 16 0, , . 

54. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a i j k  5 4 7  и  b i j k   2  как на сторонах. 

Ответ. S  371 . 

55. Даны векторы   a   3 1 2, ,   и   b  1 2 1, , . Найти коор-

динаты векторных произведений: а) r a b  , б)    p a b a b   2 2 , в) 

 q a b b  2 . 

Ответ. а)  r a b   5 1 7, , , 

б) p r 4 , в) q r 2 . 

56. Известны координаты точек   A 2 1 2, ,  ,  B 1 2 1, ,    и   C 3 2 1, ,

. Найти координаты  векторных  произведений:  а) p AB BC  ,  б) 

 q BC CA CB  2 . 

Ответ. а)  p   6 4 6, , ; б)  q AC BC    2 12 8 12, , . 

57. Определить  t , если площадь параллелограмма, построенного на векто-

рах   a t , ,0 6   и   b  2 2 3, ,  как на сторонах, равна  28. 

Ответ. t t1 24
124

13
  , . 

58. Найти модуль смешанного произведения векторов a b,  и  c , если c  

ортогонален  a  и  b , угол между  a  и  b равен  45
о
 , а модули a b,  и  c  

соответственно равны  4 2 3, ,  . 

Ответ.  a b c, ,  12  . 

59. Векторы a b,  и  c  взаимно ортогональны и образуют в указанном 

порядке левую тройку. Найти смешанное произведение этих векторов 

 a b c, , , если их модули соответственно равны  2 , 3 , 5 . 

Ответ.  a b c, ,  30 . 

60. Определить, какой является тройка векторов a b,  и  c , если: 

а) a j b k c i    , , ; 

б) a k j b k j c i    , , ; 

в) a i j b k c i k     , , ;  
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г)    a i j k b c    , , , , , ,1 1 1 2 3 4 . 

Ответ. а)  a b c, ,  1  -  правая; б)  a b c, ,  2   -  левая; 

 в)  a b c, ,  1   -  левая; г)  a b c, ,  4   -  правая. 

61. Определить, компланарны ли векторы a b,  и  c , если : 

а)      a b c     2 3 0 2 7 13 4 6 0, , , , , , , ,  ; 

б)    a b c i j k      7 3 2 3 7 8, , , , , ,  . 

Ответ. а), б)  a b c, ,  0  - компланарны. 

62. Лежат ли в одной плоскости точки : а)  A 5 7 2, ,   ,  B 3 1 1, ,   ,  

 C 9 4 4, ,   и  D 1 5 0, ,  ; б)  A 1 1 1, ,  ,  B 3 6 8, ,  ,   C 2 2 0, ,  и  

 D 2 3 3, , ? 

Ответ. а), б) да. 

63. Найти объём пирамиды с вершинами в точках   A 0 0 1, ,  ,  B 2 3 5, ,  

,   C 6 2 3, ,  и  D 3 7 2, , . 

Ответ. V = 20 . 

64. Даны вершины тетраэдра  A 2 3 1, ,  ,  B 4 1 2, ,   ,   C 6 3 7, ,  и 

 D  5 4 8, , . Найти длину его высоты, опущенной из вершины D. 

Ответ. h = 11 . 

65. Выяснить, линейно зависимы или нет три вектора, если:  

а)  a  2 2 4, ,  ,  b  0 1 3, ,  ,  c  2 1 1, , ; 

б)  a  0 1 1, ,  ,   b  1 3 2, ,  ,  c  2 0 1, ,  . 

Ответ. а)  a b c, ,  0  - линейно зависимы ; б)  a b c, ,  9 - нет. 

66. При каком значении параметра  t  векторы  a t 1 3 2, ,  , 

 b t 0 2, ,   и   c t 2 1, ,   будут компланарны? 

Ответ.  t = 0. 

67. При каком значении параметра  t  точка   M t t t , ,  будет лежать в 

одной плоскости с точками  A 1 2 0, ,  ,  B 2 0 1, ,   и   C 2 2 1, ,  ? 

Ответ. t = 1 . 
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68. Известны координаты трёх вершин тетраэдра:  A 4 2 2, ,  ,  B 5 6 3, ,   

и   C 3 3 2, ,  . Найти координаты четвёртой вершины  D , лежащей на оси  

ОХ , при условии, что объём тетраэдра равен  3 .  

Ответ. x x1 22
70

17
 , . 

69. Лежат ли в одной плоскости линии действия сил   F  3 1 2, ,  и 

 P  1 2 3, , , приложенных в точках  A 1 2 1, ,   и  B 3 5 3, , ? 

Ответ.  F P AB, ,   21 0  - не лежат. 


