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Предисловие
Настоящие методические указания и варианты контрольных работ разработаны для студентов МГСУ (дневного, заочного и других форм обучения), обучающимся  по специальностям 290301, 290302, 330400, однако их можно использовать и при обучении студентов других специальностей. В этой работе студенты впервые знакомятся с важной  строительной конструкцией – фермой. С основными методами ее расчета. При разработке вариантов зданий имелось в виду. Прежде всего, привить бедующим специалистам умение применять теоретические положения механики к практическим расчетам, помочь освоить несколько методов таких расчетов. Таким образом, теоретическое изучение механики тесно связывается с инженерными расчетами, что способствует более глубокому пониманию и усвоению изучаемой теории. Это тем более необходимо, что с расчетом ферм студенты встретятся потом на более высоком уровне при изучении дисциплин «Сопротивление материалов» и «Строительная механика».
В работе предлагается большое количество вариантов заданий с тем, чтобы каждый студент потока имел свою индивидуальную задачу. Вариант задания из таблицы студент выбирает самостоятельно, используя шифр из трех букв, указанный преподавателем. В качестве шифра рекомендуется брать комбинацию из начальных букв фамилии, имени и отчества студента (т.е. Ф.И.О.). Например, шифр К.Д.И. означает, что ферму для расчета надо взять на пересечении строки «К» таблицы и столбца, где указаны схемы ферм; величины сил, действующих на ферму, берут на пересечении строки «Д» и столбца, помеченного буквами P,Q,F; размеры фермы и угол ( следует взять на пересечении строки «И» таблицы и столбца, где указаны параметры a,b,с и (. 
В таблицы есть два резервных варианта на тот случай, если в одной группе окажутся несколько студентов с одинаковыми начальными буквами Ф.И.О.

После выполнения контрольной работы студенту необходимо «защитить» ее, т.е. дать преподавателю теоретические пояснения о порядке расчета, применяемых методов, формулах, ответить на другие соответствующие вопросы. Защита КР – одна из важных форм индивидуального общения (и обучения) студента с преподавателем. По качеству исполнения и защиты КР преподаватель получает полное представление о том, как студент изучает теоретическую механику, насколько глубоко освоил он ее основные положения и умеет применять их при решении задач. Таким образом это задание является учебно-контрольным, поэтому, прежде чем приступить к расчетам, студент должен предварительно повторить (выучить) следующие теоретические вопросы:
1. аксиомы статики;
2. что называется проекцией вектора на ось; уметь вычислять проекции сил на оси координат;

3. момент силы относительно точки (на плоскости);

4. три формы уравнений равновесия плоской системы сил;

5. пар сил и ее свойства;

6. теорему Вариньона;

7. основные виды связей, их особенности.

Данную работу можно выполнять в тонкой школьной тетради, либо на отдельных листах бумаги формата А4, при этом на первой страницы надо начертить штамп, на котором указать факультет, курс и группу, фамилию и инициалы студента, выполнившего работу, а также дату выполнения задания. К экзамену (зачету) по теоретической механике допускаются лишь те студенты, которые успешно защитили все КР данного семестра. Данная КР состоит из двух частей.
Часть I. В ней необходимо проверить жесткость ферм и, если она жесткая, найти реакции ее опор.

Часть II. Здесь надо найти усилия во всех стержнях фермы, применяя метод «вырезания узлов». Затем по методу Риттера проверить найденные усилия в любых трех стержнях (по выбору студента).

В настоящем издании даются краткие теоретические сведения, необходимые для выполнения расчетного задания, два примера расчета с подробными теоретическими пояснениями и таблица с вариантами индивидуальных контрольных заданий.
КРАТКИЕ ТЕОРИТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Фермой называют жесткую конструкцию из прямолинейных стержней, соединенных на концах шарнирами. Слова «жесткая конструкция» означает, что стержни фермы не имеют относительных перемещений, т.е. вся конструкция представляет собой неизменяемую систему (абсолютно твердое тело). Фермы часто применяют при строительстве мостов, промышленных зданий, кранов, стропил и т.п. Если все стержни фермы лежат в одной плоскости, то ее называют плоской. Места соединения стержней называют узлами фермы. Чтобы расчет фермы был простым, делают следующие предположения:
1. внешние силы приложены только в узлах фермы;
2. веса стержней достаточно малы по сравнению с силами, приложенными в узлах фермы, поэтому ими пренебрегают (или распределяют веса стержней по узлам);
3. стержни фермы должны быть прямолинейны и соединяться своими концами шарнирами без трения.

На практике, конечно, эти условия (как идеальные) осуществляются не вполне, а с некоторым приближением, однако указанные допущения весьма облегчают вычисления усилий в стержнях фермы, а результаты вычислений при этом вполне пригодны для практики. 
При указанных предположениях на каждый стержень фермы будут действовать только две силы, приложенные  к его концам со стороны примыкающих узлов. При равновесии, согласно первой аксиомы статики, эти силы могут быть направлены только вдоль оси стержня. Следовательно, стержни, если они прямолинейные, либо растягиваются, либо сжимаются под действием этих сил, т.е. можно считать, что стержни фермы работают только на растяжение или на сжатие. В этой работе будут рассматриваться плоские жесткие фермы без лишних стержней, образованные из треугольников. Условием жесткости таких ферм называют равенство


,                                                     (1)

где к – число стержней, n – число узлов в данной ферме.

Если 
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, то конструкция не будет жесткой, т.е. уже не будет фермой; если же , то ферма будет иметь «лишние» стержни и станет статически неопределимой.

Расчет фермы сводится к определению реакций опор и усилий в ее стержнях. Опорные реакции находят обычными методами статики, рассматривая ферму в целом как твердое тело, находящееся в покое под действием активных сил и реакций связей. Для этого сначала составляют три уравнения равновесия для всей фермы, из которых находят три опорные реакции, а затем приступают к определению усилий в стержнях.

Рассмотрим определение усилий в стержнях фермы способом «вырезания узлов». Этим способом удобно пользоваться, когда надо найти усилия во всех стержнях фермы. Он состоит в том, что каждый узел последовательно мысленно вырезают из фермы и рассматривают отдельно, как находящийся в равновесии под действием, приложенным к нему внешних сил (активных и реакций опор) и реакций разрезанных и отброшенных стержней. Некоторые из этих сил при расчете могут отсутствовать. Реакции разрезанных стрежней направляют вдоль стержней в сторону «от узла», если стержень работает на растяжение и «к узлу» - если на сжатие. Так как в начале расчета фермы неизвестно какие стержни растянуты, а какие сжаты, то условно предполагают, что все стержни растянуты и на чертеже направляют реакции разрезанных стержней «от узла». Если в результате вычислений получают ответ со знаком «+», то соответствующий стержень действительно работает на растяжение, если получают знак «-», то этот стержень сжат.
Найденные реакции стержней равны по модулю внутренним усилиям в стержнях. Начинать расчет надо с того узла, в котором сходятся только два стержня. Система сил, действующая на узел, есть плоская система сходящихся сил, находящаяся в равновесии и, так как внешние силы здесь известны, то из уравнений равновесия находят усилия в этих двух стержнях. После этого переходят к расчету следующего узла, причем каждый следующий узел выбирают так, чтобы в нем сходились не более двух стержней, для которых усилия еще не найдены.
Замечание. Такая последовательность рассмотрения узлов вызвана тем, что число неизвестных сил, приложенных к узлу, не должно превышать числа уравнений равновесия сил, т.е. двух для плоской фермы и трех для пространственной фермы. Тогда эти неизвестные сразу находятся из уравнений равновесия сил, действующих на этот узел.

Отметим также, что при этих расчетах может оказаться, что усилия в отдельных стержнях нагруженной фермы будут равны нулю. Такие стержни называют нулевыми. Укажем три леммы, позволяющие определить нулевые стержни плоской фермы до ее расчета.
ЛЕММА 1. Если в нагруженном узле плоской фермы сходятся два стержня, то усилия в этих стержнях равны нулю, рис.1.

ЛЕММА 2. Если в ненагруженном узле плоской фермы сходятся три стержня, причем два из них расположены на одной прямой, то усилие в третьем стержне равно нулю. Усилия в первых двух стержнях равны между собой, рис. 2.
ЛЕММА 3. Если в узле плоской фермы сходятся два стержня и к узлу приложена внешняя сила, линия действия которой совпадает с осью одного из стержней, то усилие в этом стержне равно по модулю приложенной силе, а усилие в другом стержне равно нулю, рис. 3.
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Если в ходе расчета встретится узел, для которого число неизвестных больше двух, то можно применить другой метод расчета, называемый метод сечений (или метод Риттера).
МЕТОД СЕЧЕНИЙ.
Недостатком метода «вырезания узлов» является то, что ошибка, допущенная при расчете усилия в одном стержне, автоматически переходит на результаты расчетов усилий в других стержнях. От этого недостатка свободен метод сечений, который обладает и другими достоинствами. Так он позволяет найти усилие в любом стержне фермы непосредственно, независимо от усилий в других стержнях. Это свойство удобно использовать, например, для проверочных расчетов. Метод сечений позволяет также в некоторых случаях находить усилия в стержнях фермы, не определяя предварительно реакции ее опор.
Идея метода состоит в том, что ферму мысленно полностью рассекают на две части сечением, проходящим через три стержня, в которых (или в одном из которых) требуется определить усилия. Затем одну часть фермы отбрасывают и рассматривают равновесие оставленной части. Поскольку теоретически отбрасывать можно любую часть фермы, то выгодно отбросить более сложную часть и рассматривать  равновесие простой части, что может существенно уменьшить объем вычислительной работы. Рассматривая равновесие оставленной части фермы, учитывают действие приложенных к ней активных сил. Реакций опор и сл, заменяющих действие отброшенной части фермы. Эти последние силы, как в методе «вырезания узлов», направляют вдоль осей разрезанных стержней  «от узлов», т.е. предполагая стержни растянутыми. Уравнение равновесия при использовании метода сечений удобно брать во второй форме (если среди разрезанных стержней нет параллельных), т.е. в виде следующей системы:
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где А, В, С – моментные точки, не лежащие на одной прямой. В качестве таких точек удобно брать так называемые точки Риттера, поскольку в этом случае каждое уравнение будет содержать только одну неизвестную силу, из которого она сразу находится.
        Точки Риттера – это точки, в которых попарно пересекаются оси разрезанных стержней. Если среди разрезанных стержней есть параллельные, то уравнения равновесия следует взять в третьей форме:
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где ось l  не перпендикулярна отрезку АВ.

Здесь А и В – точки Риттера, а ось l следует направить перпендикулярно параллельным разрезанным стержням. В этом случае также получим систему уравнений, каждое из которых будет содержать одну неизвестную силу.
Пример 1

Сделаем расчет фермы, изображенной на рис. 4а), если к ней приложены силы P=Q=8kH,
[image: image16.png]



рис. 4 а)
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рис. 4 б)
F =20 кН, угол ( = 300. Размеры а = 0,45 м, b = 0,6 м.
Часть I. Пронумеруем стержни фермы арабскими цифрами, начиная с любого из них и обходя сначала контур фермы по ходу часовой стрелки, а затем заходим внутрь контура. Пронумеруем также узлы фермы римскими цифрами. Получили число узлов n = 7, число стержней К = 11.

1. По формуле (1) проверяем жесткость фермы: К = 2·7- 3 = 11, т.е. это условие выполняется, и ферма является жесткой без лишних стержней.
2. Находим реакции опор А и В фермы. Так как опора В стержневая, то направление ее реакции 
[image: image18.wmf]B
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 известно заранее – она направлена по оси этого стержня, рис. 4,б). Предположим, что 
[image: image19.wmf]B
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 направлена вверх. Истинное направление этой реакции мы узнаем, только доведя расчет до числового результата. Если величина Rв окажется положительной, то направление 
[image: image20.wmf]B
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 указано верно, если окажется, что Rв<0, то направление этой реакции противоположно тому, что показано на рис. 4,б). Реакция шарнирно-неподвижной опоры А заранее не известна по направлению, поэтому разложим эту неизвестную силу на ее тоже неизвестные составляющие 
[image: image21.wmf]A

X

, 
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Y

, направив их по заранее выбранным осям координат XAY.
Направление этих векторов выбирают произвольно, хотя обычно их изображают в положительном направлении координатных осей, рис. 4б). Для большей наглядности рисунка рекомендуются реакции опор не накладывать на схему фермы. Здесь также верно замечание, сказанное по поводу направления реакции 
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  - если оно после получения ответа величины сил XA, YA будут положительными, то направления векторов 
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 указаны на рисунке верно, если же эти величины (или одна из них) будут отрицательными, то истинное направление сил 
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 (или одной из них) противоположно тому, что показано на рис. 4,б).
Для дальнейших расчетов нам понадобятся функции 
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 и 
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, где  – угол, образованный стержнями 1 и 7. Из рис. 4,б) видно, что 
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Заметим также, что силы 
[image: image35.wmf]P

 и 
[image: image36.wmf]Q

 в этой задаче образуют пару сил, поэтому напомним некоторые свойства пары сил:

1) силы пары не проектируют на координатные оси, так как при любом расположении осей сумма проекций сил пары на каждую ось будет равна нулю;

2) действие пары сил на твердое тело учитывают ее моментом, который записывают в уравнение моментов;

3) сумма моментов сил пары относительно любой точки не зависит от этой точки и равна моменту данной пары сил.
С учетом этого запишем уравнения равновесия фермы в целом в первой форме: 
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В последнем уравнении 
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 вычислен по теореме Вариньона, т.е. 
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Из первого уравнения находим:
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Из третьего уравнения, разделив его сначала на 2а, получаем:
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Из второго уравнения имеем:
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Часть II. Определим усилия во всех стержнях фермы «вырезание узлов»; искомые усилия обозначим S1 (в стержне 1), S2 (в стержне 2), и т.д. Начнем расчет с узла I, где сходятся два стержня с неизвестными усилиями (1-й и 7-й). Мысленно круговым сечением вырезаем этот узел из фермы и изображаем его отдельно, рис. 5. На этот узел действует только реакции разрезанных стержней 
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. Составим уравнение равновесия для этих сходящихся сил:
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	рис. 5
	


откуда находим S1 = S7=0. В этом случае говорят, что стержни 1 и 7 являются нулевыми. Отметим, что этот результат можно было бы получить сразу, не делая вычислений, а сославшись на лемму 1. 
Затем переходим к узлу II, рис. 6; уравнения его равновесия имеют вид:
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	рис. 6
	


откуда
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Значения S2 и S8 оказались положительными, следовательно, стержни 2 и 7 растягиваются найденными силами.

Следующим рассмотрим узел VII, рис. 7.

	[image: image67.png]



	
[image: image68.wmf]0

=

å

KX

F

; 
[image: image69.wmf]0

cos

cos

cos

6

9

8

=

+

×

+

×

-

×

S

S

S

P

b

b

a

,


[image: image70.wmf]0

=

å

KY

F

; 


[image: image71.wmf]0

sin

sin

sin

9

8

=

×

+

×

+

×

a

b

b

P

S

S

.

	рис. 7
	


откуда
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Величина S6 >0, а величина S9 <0, следовательно, стержень 6 растянут, а стержень 9 сжат силой 20 кН.
Узел III, рис 8.
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	рис. 8
	


откуда
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Узел VI, рис 9.
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	рис. 9
	


откуда
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Узел V, рис 10.
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	рис. 10
	


откуда
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Отметим, что это уравнение можно было бы и не писать, т.к. усилие S5 уже известно из предыдущего уравнения. Но при ответственных расчетах такие уравнения часто решают для дополнительного контроля вычислений.
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Итак, найдены усилия во всех стержнях фермы, поэтому уравнения равновесия последнего узла IV можно не рассматривать. Однако с целью дополнительной проверки вычислений эти уравнения иногда записывают и, подставив в них уже известные все силы, получают два тождества вида 0=0, если все расчеты сделаны верно. Небольшое отклонение от этих тождеств чаще всего происходит за счет небрежного округления чисел при вычислениях, если же отклонение значительное. То в расчетах допущены ошибки, их надо найти и исправить.
Продемонстрируем такую проверку, рассмотрев равновесие последнего узла IV, рис. 11.
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т.е. 0=0.
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	рис. 11
	


Два полученных тождества подтверждают правильность вычислений. Полученные результаты запишем в сводную таблицу:
	Стержни
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	S, кН
	0
	7
	-4
	- [image: image104.png]



	16
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	15
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Замечание. Недостатком способа «вырезания узлов», очевидно, является то, что ошибка, допущенная при расчете усилия в одном стержне, автоматически переходит на результаты расчета усилий в других стержнях. От этого недостатка свободен способ «сквозных сечений» (метод Риттера).
МЕТОД  РИТТЕРА.

Этот метод выгодно отличается от предыдущего метода тем, что позволяет найти усилие в каком-либо стержне фермы, не зная усилий в других стержнях, что весьма удобно использовать при проверочных расчетах. Применяя этот способ, получают простые уравнения равновесия, каждое из которых содержит только одну неизвестную силу, что и позволяет определить каждое усилие независимо от усилий в других стержнях. В некоторых случаях можно находить усилия в отдельных стержнях фермы, не определяя ее опорные реакции. Поясним суть этого способа, сделав проверку найденных усилий в 3, 6 и 10 стержнях. Для этого проводим сечение а-а, рассекая нужные нам стержни (напомним – рассеченными должны быть не более трех стержней), фактически рассекаем ферму на две части, рис. 4 б). Затем одну из частей рассеченной фермы просто отбрасываем. С точки зрения теории неважно, какую часть фермы отбросить, однако рекомендуется отбрасывать более сложную часть, чтобы уменьшить объем вычислительной работы и рассмотреть равновесие оставленной части фермы. На узлы оставленной части фермы действуют активные силы, реакции опор и реакции сходящихся в них стержней, хотя некоторые из этих сил могут отсутствовать. Реакции стержней равны искомым усилиям в этих стержнях.
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рис. 12

С учетом этих замечаний рассмотрим равновесие части фермы, лежащей правее сечения a-а, рис. 12. Заменим действие отброшенной части фермы на оставленную часть соответствующими силами 
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, направив их вдоль разрезанных стержней «от узлов». Здесь надо помнить – чтобы проявились все преимущества метода Риттера уравнения равновесия оставленной части фермы следует составлять либо во 2-ой ферме (если среди разрезанных нет параллельных), либо в 3-ей ферме (если есть параллельные разрезанные стержни). Причем в обоих этих случаях в качестве моментных точек надо брать точки Риттера.  В данном случае точкам Риттера являются узлы III и VI фермы, а третья точка Риттера, учитывая параллельность стержней 3 и 6, удаляется в бесконечность. Учитывая выше изложенное, запишем уравнение равновесия оставленной части фермы в третьей форме:
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Таким образом, проверка показала, что усилия, найденные методом Риттера, совпали с этими же силами, найденные методом «вырезания узлов».
Пример 2

Как  уже указывалось, иногда можно находить усилия в отдельных стержнях фермы, не определяя реакции ее опор. Ход расчетов поясним на данном примере. Взяв размеры с рисунка, определить усилия в стержнях 1 и 4 фермы, изображенной на рис. 13, если F = 48 кН. 
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рис. 13

1. Чтобы найти усилие в стержне 1, проводим сечение a-а, рассекая не более 3-х стержней, в том числе стержней 1, усилие в котором определяется. Мысленно отбросим левую часть фермы (на этой части находятся обе опоры) и заменим ее действие на оставленную правую часть силами 
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, направленными по осям соответствующих разрезанных стержней в сторону «от узлов», рис. 14, т.е. в сторону отброшенной части. 
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рис. 14

Чтобы определить усилие S1 независимо от усилий S2 и S5, составим уравнение моментов сил, действующих на оставленную часть фермы, относительно точки Риттера К, в которой пересекаются линии действия сил 
[image: image129.wmf]2

S

 и 
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, т.е. оси разрезанных стержней 2 и 5:
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2. Для определения усилия в стержне 4 требуется другое рассечение фермы, например, сечение b-b, показанное на рис. 13. В данном случае также проще рассмотреть правую часть фермы, отбросив боле сложную часть левее сечения b-b, рис. 15. 
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рис. 15

Для определения усилия S4 составим уравнение моментов всех сил, действующих на правую часть, относительно точки Риттера М, в которой пересекаются линии действия сил 
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 и 
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 (т.е. оси разрезанных стержней 3 и 5):
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Знаки полученных сил показывают, что оба рассмотренных стержня растянуты.

Далее следует таблица с вариантами контрольных заданий.
ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ

	Эл-т

комби-

нации
	ФЕРМА
	Модули

сил; (кН)

P,Q,F
	a, b, c, (м);
угол ,(град)

	А
	[image: image138.png]



	10; 12; 8
	1,0; 1,2; 1,2;

30

	Б
	[image: image139.png]gl
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	4; 6; 10
	0,6; 0,8; 1,0;

60

	В
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	3; 5; 8
	0,9; 1,2; 1,5;

45

	Г
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	5; 5; 10
	1,2; 1,6; 2,0;

30

	Д
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	6; 6; 8
	1,5; 1,8; 2,0;

60

	Е
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	2; 3; 5
	0,6; 0,8; 1,2

30

	Ж
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	10; 10; 2
	0,8; 0,6; 1,8

60

	З
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	3; 4; 2
	0,4; 0,3; 0,9

45

	И
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	4; 4; 8
	1,0; 0,6; 0,8

30

	К
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	4; 5; 2
	0,2; 0,5; 1,5

60

	Л
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	8; 10; 6
	0,9; 1,2; 1,0

60

	М
	[image: image149.png]



	5; 5; 10
	0,3; 0,4; 0,5

30

	Н
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	6; 8; 4
	1,0; 0,8; 1,0

45

	О
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	4; 4; 8
	0,5; 0,4; 0,3

60

	П
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	2; 4; 6
	0,8; 0,6; 1,2

30

	Р
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	6; 6; 10
	1,2; 0,9; 1,5

45

	С
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	5; 6; 4
	0,3; 0,4; 0,5

60

	Т
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	5; 5; 6
	0,45; 0,6; 0,6

30

	У
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	6; 8; 10
	0,6; 0,9; 1,2

45

	Ф
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	8; 8; 6
	0,9; 0,6; 1,2

60

	Х
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	10; 8; 12
	0,6; 0,45; 0,9

30

	Ц
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